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Sammanfattning

Rapporten innehdller en diskussion av ndgra ol ika aspekter p& sprick-
utbredning fo&r en plan spricka i ett sprétt material under inverkan

av ett inre gastryck. Med utgdngspunkt frén |itteraturen diskuteras
skillnaden mellan tva sprickmodeller, energibalansvillkoret fér
spricktillvixt och tv& initieringsvillkor samt nagra olika rérelse-
ekvationer fo6r sprickan. En jédmfbrelse leder tTill aftt den rdrelse-
ekvation som grundar sig pd en dynamisk |6sning och ett lokalt energi-
balansvillkor bdr vara den b&sta,vilket gdr att anvéndningen av brott-
mekanikens initieringsvillkor for spricktillvdxt bdr kunna anvandas

f6r att ber&kna spricklangden.
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Inledning

Vid tidigare studier av sprickutbredningen kring ett borrhal,
t.ex. /7/, /16/ och /31/ har Griffiths villkor f&r initiering av
spricktillvéxt pd brottmekanikens skrivs&tt anvédnts for att be-
stdmma n&r sprickutbredningen slutar. | /7/ anvéndes bade ett
lokalt och eftt globalt villkor vilka gav samma resultat. Avsikten
med rapporten &r att klarare belysa bakgrunden till de villkor f&r

berdkning av sprickléngden som anvénts.

Inledningsvis diskuteras skillnaden mellan den linjdra brott-
mekanikens och Barenblatts modeller f&r en spricka dad den sist-
ndmnda ger en mer realistisk bild av tillstédndet | sprickspetsen.
Vidare diskuteras energibalansvillkoret fo&r spricktillvaxt och den
| ikhet mellan det globala och det lokala initieringsvillkoret som
detta leder till. Mojligheten att berdkna gasvolymen i en spricka

om spanningsintensitetsfaktorn &r kdnd noteras.

Huvuddelen av rapporten omfattar en presentation av olika mdjlig-
heter att erhdlla sprickans rérelseekvation och en diskussion av
dessa fo6r att utrdna vilken som bdr ge den bdsta uppskattningen av
ndr sprickutbredningen slutar. De olika s&tten &r dels kvasistatiska
och grundar sig d& pé resp. Lagrangeformalismen och som ett special-
fall ett globalt energibalansvillkor,dels dynamiska och grundade pa
resp. eftt globalt och ett lokalt energibalansvillkor. En jémfbdrelse
leder till att den rorelseekvation som harletts ur Brobergs 18sning
f6r en spricka som rdr sig med en konstant hastighet och det lokala
energibalansvillkoret bér vara b&dst. Den leder Till att omvdndningen
av brottmekanikens initieringsvillkor kan anvdndas for berdkning av

ndr spricktillvéxten upphdr - sprickldngden vid sprdngning t.ex. som

i /31/.



2. Teckenfdrklaring

sp&nningar [N/mZ]

™ q

T6jningar

(r,0) = poldra koordinater

lokalt i sprickspetsen frigjord energi [Nm/m]
= brottseghet [N/m]

[
I

G
K, .= brottseghet, alternativ formulering [N/mS/Z]
K, = spdnningsintensitetsfaktor {N/ms/z]

E = elasticitetsmodul [N/mZ]

Y = Poissons tal

K = kohesionsmodul {N/ms/z]

a = halva spricklangden [m]

a = anger tidsderivata [m/s]

= gastryck [N/mz]

= radiemdtt

= yttre arbete, alla energier per m skivtjocklek [Nm/m]

P
R
W
U = lagrad elastisk energi
K = kinetisk energi
F = forlustenergi
V = sprickvolym eller gasvolym [ms/m]

n = antalet sprickor i en symmetrisk figur
index = anger begynnelsevérden

? = konstant i gaslag av Poissontyp

A = konstant som uttrycker belastningstyp

y = dimensions|®s sprickldngd relaterad till begynnelsevérdet

¢ = densitet [kg/mB]

k = konstant i uttryck for kinetisk energi

C. = utbredningshast. f&r den longitudinella vagen

i en stav [m/s]

dimensions|8st férhallande mellan brottsegheten

“»
I

och gradienten for den lokalt frigjorda elastiska
energin innan utbredningen boérjat
index = anger gransen for sprickutbredningen

9y = general iserad koordinat i lLagrangeformalismen

L = Lagrangefunktion [Nm/m]
S = aktionsintegral
t = +tid [s]

b,f,g,h= funktioner av ?

7

dimensions|8st férhdllande mellan spricklédngden och den

longitudinella végens utbredningsvag
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R,H,

P

|angdkoordinat i spricklied [m]
dimensions|&s hastighet, normaliserad mot
skjuvvagens utbredningshastighet

funktioner av v

funktioner av v

utbredningshastigheten f&r den longitudinella vagen

i en tjock platta [m/s]

skjuvvagens utbredningshastighet [m/s]

Rayleighvagens utbredningshastighet [m/s]
dimensionsl|&st forhdllande mellan C, och C,
fullsténdiga elliptiska integraler av férsta och

andra slaget

sprickéns tvérdeformation [m]

dimensions|dst tal 1 uttryck f6r den kinetiska energin

funktioner som uttrycker hastighetsberoende



SPRICKUTBREDNING FOR EN PLAN SPRICKA | ETT SPROTT MATERIAL
UNDER INVERKAN AV ETT INRE GASTRYCK.

Diskussion

Spannings- och t&jningstillsténdet kring en spricka i ett linjart
elastiskt material &r singul&rt i sprickspetsen. Bade spanningar

“1/2 (@) d&r (r,0) &r polira

och t8jningar kan dar skrivas, 0,€ et r
koordinater kring denna. Den ursprungligen skarpa spetsen fér i
det belastade tillstdndet parabolisk form. Detta &r orimligt frén
hd| | fasthetsfysikalisk synpunkt och I8sningen kan alltsd inte gdlla
i ndrheten av spefsen vilket &r besvdrande déd det &r d&r som brott-

processen dger rum.

| den linjara brottmekaniken Kringgdr man denna svarighet genom att
som Griffith anta att det krdvs energi for att bilda nya ytor.
Denna energi ufgéré dels av ren ytenergi dels av plastiskt deforma-
tionsarbete och f&r att &ndd kunna anvénda den singuldra |&sningen
férutsétts den plastiska delen begrénsad till ett |itet omrade
kring sprickspetsen. Studerar man energibalansen i sprickspetsen
leder detta, se t.ex. Carlsson /I/,tTill att brott kan ske om
andringen av den lokalt frigjorda elastiska energin QX Overstiger
brottsegheten GIC som uttrycker den energi som behdvs fo6r att bilda

nya ytor.
du

- X s
N GIC (3.1)

Ovanstdende uttryck géller vid plant deformationstillstand.

Detta villkor kan ocksd uttryckas med spdnningsintensitetsfaktorn

KI dar
du 2
X -V 2
= 3 K| (3.2)
som ett kritiskt vdrde foér KI’ ch dar
K, » K (3.3)
I lc

Barenblatt /2-3/ valde att infora en kohesionssp&dnnings-—
férdelning vid sprickspetsen som fér en spricka i jdmvikt precis
balanserar den singuldra |6sningens deformationsbidrag och gor
spetsen skarp. Spénningarna i sprickspetsen blir &ndliga.

Genom att anta att storleken av det omrdde vid sprickspetsen dar
kohesionsspénningarna verkar &r oberoende av sprickldngd och be-
lastning leder de 8vriga antagandena till att en materialegenskap

den s.k. kohesionsmodulen K inférs. Sprickan kommer att utbreda



sig nar spédnningsintensitetsfaktorn K, som &r proportionell| mot

I
den pdlagda lasten blir s& stor att kohesionsspédnningarna inte f&rmér

kompensera singulariteten. Broftvillkoret lyder

K, = Kl (3.4)

Ett liknande resonemang kan fdras f&r en spricka som rér sig med

konstant hastighst, K blir d& beroende av hastigheten.

Broberg /4/ papekar att om man i Griffithmodellen postulerat en autonom
sprickspets somvBarenb|a+T gjort i sin modell skulle man d&rur kunnat

sluta sig till existensen av en ytenergi. Willis /5/ och Rice /6/

har visat att de bdgge brottvillkoren &r lika om &n inte i strikt mening

d& kohesionsmodulen K ocksd &r forknippad med en ytenergi. Willis drar
slutsatsen att det inte inneb&r ndgon stdrre fdrdel att anvdnda Barenblatts
model | for att studera spricktillvéxt. Fordelen med den &dr att den ger en

mer realistisk bild av spanningstillstandet vid sprickspetsen.

Materialstorheterna stér i relation till varandra genom
_ EG|C ,
KL/ = KIC = - > (3.5)

dar elasticitetsmodulen E och Poissons tal y beskriver materialet

i omrédet utanfdér sprickspetsen.

Mot bakgrund av denna inledning skall energibalanskriteriet for sprick-

Tillvéxt diskuteras na@rmare.



3.2.

i
|
|

| en féregdende rapport /7/ dér sprickutbredningen kring ett
borrhdl diskuterades anvéndes dels ett lokalt energibalansvillkor
dels ett globalt sdadant foér att beddma om spricktillvaxt var mojlig
eller ej. De tv& villkoren var identiska f&r den plana sprickan i
ett osndligt material. | det f&ljande utvidgas diskussionen pa

bas av en artikel av Erdogan /8/.

a
T R\
Y AAANALLY Y A AN R,
VAR (R4S |
P —
: L
Fig. |. Sprickspets till en spricka utsatt fo6r inre dvertryck,

Lat oss betrakta en sprickspets som utbreder sig med hastigheten
a i sprickplanet, fig. |. Erdogan framhdller att begrdnsningen
av det omrdde for vilket ett energibalansvillkor géller &r god-
tycklig s& l&nge den innehdller sprickspetsen dar den irreversibla
energiomsdttningen sker. FOr en spricka som véxer med konstant

hastighet lyder villkoret

W=0U4+K=+F (3.6)

Andringen i de yttre krafternas arbete péd L, W skall vara |ika
stor som summan av &dndringarna i den elastiska energin 0, den
kinetiska energin K och de irreversibla forlusterna F.
Begrénsningslinjen forutsdftts réra sig med sprickspetsen, materialet
antas vara rent elastiskt och férlusterna &ga rum inom ett omrade
<< R. Erdogan anger att d& blir termer i (3.6) som beror av

begrénsningslinjens rérelse sma.

Liksom f&r det lokala energivillkoret i /7/ kan man ber&kna den
vid sprickspetsen lokalt frigjorda elastiska energin Ux ur snitt-

krafternas relaxation. Jfr. t.ex Carlsson /I/ s 81 och Erdogan /8/



7.

s 523. Aft energi frigdrs inser man av att krafterna utrattar ett
arbete mot fdrskjutningarna. F&r halva omrddet R i fig | géller da

energibalansvil lkoret

| [ |

> W+ = UX =5 U t s K (3.7)

En direkt jémfdrelise mellan (3.6) och (3.7) ger att for sprickor
som vaxer med en konstant hastighet &r &ndringen i den lokalt fri-

gjorda energin |ika stor som &ndringen av de'irreversibla forlusterna

- U>< = F (3.8)

vilket stdmmer med t.ex. Cherepanovs formulering /9/. Erdogan
kommenterar att (3.8) i strikt mening endast g&ller idealt sproda
material for vilka forluster enbart i form av ytenergi fdrekommer
men att med samma r&tt som Orowan och Irwin utvidgade Griffiths
~model | Till att gdlla for normalt spréda material i den linjara
brottmekaniken g&ller sambandet f6r den dynamiska spricktillvéxten

i dessa material.

| grdnsen n&r a o erhdlles pa brottmekanikens skrivsatt

N du,,
Lim (- ——-)= -—X -6 (3.9)

a-o
vilket &r jamforbart med (3.1).

Ur (3.7) erhdlles effter en likadan grénsdvergang

s v (3.10)

Den kinetiska energins bidrag &r fo&rsumbart i (3.10) p.g.a.
antagandet om en konstant hastighet. Hbgerledet i (3.10) ar
oberoende av begrdnsningen L som godtyckligt kan véljas att

omfatta hela sprickan, se fig 2 foér en plan spricka.



Fig. 2. Den globala konturen fér den plana sprickan.

Om U nu betyder hela kroppens elastiska energi erhdlles fér ett sprick-
system med n st |ikvardiga spetsar ndr belastningen utgdrs av ett inre

dvertryck dér V &r gasvolymen.
P2~ —— = - n——~ (3.11)

Detta uttryck visar allImént likheten mellan det lokala och det

globala energibalansvillkor for spricktillvaxt som anvénts i /7/.

Det kan véntas ge en god uppfattning om initiering av spricktillvaxt
frén ett jémviktstillstand. Dé&remot bdr en uppskattning av nér en
véxande spricka stannar vara beh&ftad med stérre fel dd accelerations-

termer férsummats och vagutbredningsfenomen inte alls &r medtagna.

For att f& underlag for en diskussion om detta skall roérelseekvationen

f6r en plan spricka under inverkan av ett inre gastryck studeras.

Forst bdr i alla fall pdpekas att (3.11) kan anvéndas for att berékna
den elastiska energin i en kropp med sprickor om spdnningsintensitets—

faktorerna &r kinda. D3

ger (3.2), (3.11) och (3.12)
2 a 2
Ua) - Ula) = n(I-V )/Ef K,“(a)da (3.13)
a
O

som kan utnyttjas &ven ndr spricksystemet inte &r fullt med gas, (3.12)

ger sedan gasvolymen V om s& &nskas.



3.

3

Det finns manga artiklar som med utgangspunkt fran ett energi-
balansvillkor och statiska |&sningar for den elastiska energin
behandlar en kropp med en spricka. Somliga diskuterar endast
initiering av spricktillvéxten sdsom Griffith gjort medan andra

ocksd stdller upp en rérelseekvation fér sprickan. Bade klyvsprickor
som studerats med balkteorin och sprickor i o&ndligt material har
behandlats. Exempel pd artiklar som behandlar initiering av sprickor
i o#indl gt material &r Bowies /10/ och Kutters /I1/, Benbow och

Roeslers /12/ daremot tar upp klyvsprickor.

For att kunna stélla upp rorelseekvationen maste man ha ett uttryck
for den kinetiska energin vilket for klyvsprickan tas fran balk-
teorin. Mott /13/ var den férste som stéllde upp ett sddant fér

den plana sprickan i ett o&@ndligt material. Berry /14/ har

studerat den plana sprickan och k'yvsprickan, bdda under inverkan av

konstant kraft resp. konstant deformation.

| de f8ljande skall vi stdlla upp rérelseekvationen for en plan
spricka under inverkan av etft variabelt inre &6vertryck. Fig. 3
definierar sprickgeometrin, plant deformationstillstdnd antas rada.

L&t oss forst studera fallet ndr gasen fyller ut sprickan hetlt.

[ 53 peay )
W,
N
/ /— -
7777
< P -
a a

Fig. 3. En plan spricka som tillyéxer p.g.a. inre dvertryck.

De statiska uttrycken f6r de aktuella storheterna finns t.ex. i
/7/ och géller per m skivtjockiek. Sprickvolymen V ges av
2n(i-y%) 2

V = ——F¢ — P2 (3.14)



0.

Om index o anger begynnelsetillstdndet kan den elastiska energin

U ur (3.12) skrivas med (3.14)

o 2 2
U = E'povo (p/po) (a/ao) (3.15)

Gasens tillstédnd antas f&lja en gaslag av Poissontyp under sin

expansion

PV = PV (3.16)

Denna och uttrycket f&r volymen i (3.14) ger alternativa formulering-

ar

)2/ 1) (3.17)

p/pO (a/aO

_ 2/ +1)

V/VO = (a/ao)

For alla verkliga gaser &@r € > | men (3.16) innehdller ocksd som
specialfall Berrys /14/ belastningsfall. Innebdrden av ol ika

X -varden &r:

K - o0 konstant volym eller konstant moment

iR > expansionen hos verkliga gaser

H = | isoterm expansion eller konstant sprickbredd
X =0 konstant tryck

Ytterligare ett s&tt att belysa innebdrden av 3 &r genom det arbete
gasen utr&ttar. Det utifran tillférda arbetet mellan tvd tillstand

i Tankt jamvikt ar

v
W= W = j pdV (3.18)
v
(e}

Utnyttjas gaslagen erhdlles

oVo R |
e LA NA DA T
W= W = (3.19)
PV In(V/V ) xR= |

och f&ljaktligen innebdr de olika 2K -vardena:
X - o0 ingen energi tillférs som yttre arbete
R > | en begrdnsad energimidngd tillfdrs

2% < | obegrinsad energi tillfors



Om sprickl&dngden gérs dimensionsl|ds
y = a/aO (3.20)

och en konstant A inférs

AQRD = 2(8-1)/(X+1) (3.21)
sd kan den elastiska energin och det yttre arbetet skrivas, af * |
o -2
U UO =5 pOVO(y 1) (3.22)
p.Vv bY
=29 (-7
WWO— X—I(ly ), X#* |

Den elastiska energin U beror av X sdsom W. De irreversibla fér-

lusterna blir

F-Fo = ZGlcao(y-l) (3.23)
Med Motts /13/ uttryck fér den kinetiska energin
K= (k¢ /2E2)p2azé2 (3.24)

dar konstanten k utvdrderats av Roberts och Wells /15/ vid

plant spé&nningstillstdnd och y = 0.25

k = 2740.38)° (3.25)
kan den kinetiska energin uttryckas
_ PoVo A
" 0.27"
darcC 2 . E/9 gr den longitudinella vagens hastighet i en stav.

L
Energibalansvillkoret kan formuleras som i (3.6)

K (an/‘CL)Z (3.26)

W=U+K-+F | (3.6)
vilket ger rdrelseekvationen
2yy -Mz = 0.27 (CL/ao)2 [ -@y>‘+'] (3.27)

dar @ ar en dimensions|8s konstant som uttrycker férhallandet
mellan arbetet att bilda ursprungsprickan och gasens begynnelse-

energi
@ = 2G|Cao/poVO (3.28)

Uttrycken (3.2) och (3.14) ger &nnu en tolkning d3 KI = pyTa

f&r den plana sprickan

du
X

B=6./C3% - o (3.29)



Dvs. (3<<I dr brottmekanikens villkor for initiering av spricktill-

vaxt, jfr (3.1). Samma villkor ger (3.27) om accelerationen vid

t = o berdknas. y(0) = | och 9(0) = 0.

L1 2

y(0) = 0.135 (Ct/ao) (r=-p) (3.30)
Den enda |&sning till rérelseekvationen som kan existera f&r en

stationdr spricka 9,; = 0 &r

"/()‘+'),>\>-| (3.31)

i =@

vilken &r just det villkor som anvédnds i /7/ fér att avgdra

ndr spricktillvéxten upphdr. Jfr. (3.31) med /7/ ekv (18).

| stéllet for att integrera rdrelseekvationen (3.27) vilket ger

Q(y) anvénds energibalansvillkoret pd integrerad form

W = (U+K+F) = WO-(UO+KO+FO) (3.32)

L&t oss som begynnelsevillkor védlja ett statiskt jémviktslage

dar 9(0) ="0 och @ < | om ndgot saddant nu &r fysikaliskt mdjligt.

Inséffning av uttrycken fdr storheterna i (3.32) ger da a = an

Q .

0.52 CL[<|/A+(3)y)‘- 1/ A -@>y>‘+'] 2, % 1
= (3.33)

0.52 cL[eny —(S(y-l)] /2 %

Dessa uttryck ar vdrda ndrmare diskussion mot innebdrden av ol ika
o eller A vérden

a.

A& - |, €< (/3

En obegrédnsad energimédngd tillfbrs som yttre arbete men i

samma takt Okar kroppens elastiska och kinetiska energi.
Balansen mellan de olika energierna medfér att sprickans
Tillvaxthastighet har en 6vre grans som &r oberocende av
ytenergin ndr A < - |. Denna blir d& snart férsumbar, daremot
inte nar A = - I.

Fér ett konstant tryck Po t.ex. ger (3.33) d& =0 och A= -2

| a =l0.3&“-(34_[(l—ao/a)[l-(Z.(B -I)ao7’fa;]]l/2 (3.34)

Grénshastigheten blir i detta fall éx = 0.38 CL, - (3.33)

ger allmént
0.52 C /1Al /2 A< -
7 (3.35)
1/2 _ -
0.52 C_ (I-f3) A==



och det stérsta vardet &r a = 0.52 C . Fér aft gas-
trycket skall vara konstant ndr volymen Skar méste mer gas

tillféras systemet.
- I1<A<KO, I/3<X < |

Detta R -intervall svarar inte mot nagon belastningsform, men
dven hdr utrdttar gasen ett obegrdnsat expansionsarbete och
balansen mel lan energierna medfdr en 6vre grans for tillvdxthas-
tigheten. Denna kan aldrig uppnds om inte @3 =0 och

sprickan stannar s& smdningom d& tilftférseltakten for expansions-—
arbetet avtar snabbare &n gradienten f&r ytenergin. Grénshastig-
heten Overstiger fér smd@ A den longitudinella vagens hastighet
CL.
A=0, K= I

Den elastiska energin &r konstant i det  fall som svarar mot
isoterm gasexpansion eller konstant sprickbredd. Gasen utrattar
ett obegrénsat expansionsarbete men sprickan stannar i alla fall

nar @ ¥ 0. (3.33) ger

- _ B /2

a=0.52¢ [In (a/a - Bala 1) ] (3.36)
och hdr har sprickans tillvaxthastighet ingen &vre grans.
0< A <2, >l

Det fall som svarar mot expansionen hos en verklig gas.
Gasméngden &r begrénsad |iksom expansionsarbetet och energi-
balansen innebdr att sprickan slutar védxa ndr tillférseln av
energi 1 form expansionsarbete och elastisk energi inte racker
till f6r att tdcka férlustenergin. Inte heller i deftta fall har

tillvéxthastigheten en Ovre gréns, .med (3.33)

A

172 5.37)

a = 0.52 C, [iﬁA[(a/ao)) -1] - (la/a ) " (a/a 1)

Sprickan stannar nér a = 0 och om(3 << | som rimligen &r fallet
vid bergssprédngning erhdlles spricklangden approximativt ur

! (3.38)

Y| = al/ao = ((37\ )
Detta virde blir d& avsevart stdrre &n motsvarande fér en

stationdr spricka (3.31).

Den adiabatiska expansionen hos en gas ger normalt véarden p&
| < 2€ < 2 men liksom en energitillfdrsel sinker 3¢ virdet
(isoterm expansion) sa hdjer energi- och massférluster det

effektiva € -vérdet. Vid spréngning férekommer t.ex. vdrme-



férluster och utstrémning ur ett borrhdl i axiell led.
e. A= 2, H>00

| grénsen nér energifdrliusterna hos gasen blir s& stora att
inget yttre arbete tillfdrs, vilket svarar mot konstant
moment, ger (3.37)

311/2 (3.39)

5= 0.38 ¢ [(2p)(a/a)’-1-2p (a/a)
som i princip inte skiljer sig frén (3.37)

| fig. 4 nedan visas tvd kurvor dver a(a) dels en for konstant tryck
dels en fbr en verklig gas med vdrden tagna ur /7/, %= 1.33 och
(3= 0.004.

15 A9CL

10}

0512t --

T T

1 23 5 10 2030 50 100 200300 o/,
Fig. 4. Sprickans utbredningshastighet a som funktion av l&dngden a dels

for ett konstant tryck, nedre kurvan, dels f6r en verklig gas
med 2% = 1.33 och (3 = 0.004.
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Av den f&rda diskussionen framgdr svagheten i att anvdnda statiska
uttryck foér spédnningar och deformationer vilket |igger bakom Motts ut-
tryck for den kinetiska energin. Den grénshastighet for spricktill-

vaxten som erhdlles grundar sig inte pd vagfenomen utan &r resultatet av

balansen mellan de ingdende energierna.
Man kan ocksd anféra f&ljande for ett dynamisk férlopp.

. Vid t = 0 finns ingen (statisk) elastisk energi wupplagrad i
* kronpen och den kan f&ljaktligen inte vara energikélla i

| bérjan av férloppet”utan &r da en sdnka.

2. Man inser inte utan vidare att den kinetiska- och vagenergin
som lagras i kroppen i ett odndligt material méste oms&ttas i
form av ytenergi i sprickspetsen. Den kinetiska energin behdver

inte vara noll n&r sprickan stannar. '

Detta &r fdrhallanden som bdr pdverka rdrelseekvationen starkt ndr den

tillgéngliga energin &r begrédnsad, dvs ndr R >|. For sprdoda material &kar
brottsegheten dessutom med tillvaxthastigheten.

Till sist skall en spricka dar gasen inte fol jer med studeras
|
|
fa— 20 ]
T
Va4
- -
O f 1 G
240,

Fig. 5. En plan spricka till en del fylld med gas.

Geometrin framgér av fig. 5, vid tiden ¥ = O antas gasen fylla ut
sprickan helt. /16/ ger foljande uttryck for gasvolymen
2
Vo= 8(I-vV7)

= pao2 [(a/ao)zarcsinz(ao/a) +

(3.40)
2 4 1/2 . _
2 [(a/ao) 1] ar05|n(ao/a) 2 In(ao/a)]



som med (3.14) och (3.20) kan skrivas
V = (VO/PO)pf(y) (3.41)

dar

/2

fy) = a/m? [ yParcsin?(1/y)+2(y?=1) " Zarcsin(i1 /y) +2iny ] (3.42)

Utnyttjas gaslagen (3.16) erhdlles |iksom (3.22)

| -A/2
o =5 PV LF - 1]

T
[
n

(3.43)
PV, -
W'WO = -X:]—-' [| - f(Y)

A/Z]
Férlusterna ges som forut av (3.23) och den kinetiska energin uttrycks
med energibalansvillkoret (3.32)

A/Z]

K=pV_ [ 1/all - tn” - @ly-1 ] (3.44)

oo
Om K antas ha samma form som Motts uttryck (3.24), K a.éz ger

(3.44) att sprickan stannar nar K = 0, initiering av tillvéxten sker
om (3 < | som férut. For samma varden som anvénts i fig. 5, €= 1.33
och (3 = 0.004 ger (3.44) ett véarde pd sprickldngden som &r |/4 av det
som (3.37) ger. '
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Man kan ocksd studera sprickans rdrelse med Lagrangeformalismens
metoder. D&r infdrs s.k. generaliserade koordinater q = {qk} for

att beskriva eftt system. Impulslagen och uffryck f&r dels det arbete
som yttre krafter utr&ttar dels det inre virtuella arbetet ger
Lagranges ekvationer av andra slaget. Om systemet &r konservativt,
dvs. krafterna kan hérledas ur potentialer som beror enbart av g och
tiden t fér dessa formen

d oL , _ 2L _ -
It ( aqk) aqk 0, k [y oen (3.45)
dar L &r systemets Lagrangefunktion som i fallet med sprickan

ges av
L(q;q;T) = K(q;3;T)+W(q;T)-U(q;)-F(q;t)  (3.46)

Lagranges ekvationer kan ocksd hdrledas direkt ur Hamiltons princip
som sdger att for den trajektoria som systemet i verkligheten &1 jer
skal | aktionsintegralen S ha ett minimum. Detta kan skrivas
+2 .
S = g L(g;q;T)dt = min. (3.47)

T

och (3.45) f&ljer d& direkt ur de s.k. Eulerska variationsekva-

tionerna.

Sarskilt kan man visa att om L inte beror explicit av tiden t sa &r

Lagranges ekvationer jémst&llbara med energibalansvillkoret (3.6)
LR GRS I (3.48)

Med utgdngspunkt frén Lagrangeformalismen finns det tvd mdjligheter

att gora dynamiska Overl&ggningar for ett i princip statiskt system.

Man kan som Mott anvénda ett uttryck f6r den kinetiska energin,

se (3.24) som innebdr att materialet kring sprickan &r stelt eller
vilket &r samma sak att |judhastigheten i materialet &r odndlig.

Med den form som 8vriga energiuttryck fér spricksystemet i 3.3 har
inses att dd leder energibalansvillkoret och Lagrangeformalismen till
samma uttryck for sprickans rérelse. Dessutom kan man infdra rorliga
rénder genom att studera t.ex. en spricka i en remsa med andlig bredd

ddr bredden vaxer med tiden t.-

Metoden med rérliga rénder och Lagrangeformalism har anvdnts bl.a.

av Steverding och Lehnigk /17-18/ och Steverding /19/ fér att studera
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hur sprickor paverkas av spdnningspulser. Men inte heller denna metod

tar upp problemets vagkaraktdr, namligen att ytorna i sprickspetsen inte
utan vidare kan sdras snabbare &n Rayleighvédgens hastighet i materialet.
Steverding och Lehnigk /20/ har ockséd studerat en plan klyvsprickas rérelse-
ekvation med utgdngspunkt fran impulsmomentlagen och som grénsfall tagit
upp odndligt material. Konfigurationen &r kvasistatisk |iksom de har
diskuterade. Den tar inte med roérliga rénder i tvérlied och kan darfor

intfe ge andra resulfat &n 3.3.

L&t oss studera en plan gasfylld spricka i ett cirkuldrt omrdde med fast
inspénd rand. Cirkelytan representerar t.ex. omradet bakom en cirkular
stétvag i det plana fallet och randen ror sig med den longitudinella

végens hastighet i materialet C,.

Fig. 6. Plan gasfylld spricka i ett cirkul&drt omrdde.

Spanningsintensitetsfaktorn KI har rimligen f&6ljande form

K, =pfma. [ f@a/R) (3.49)

dér f(0) = | och f(l) = 0. N&r sprickspetsen &r ndra gransytan torde
f(a/R) = 0 (I-a/R). R&kningar av Hilton och Sih /21/ pd ett laminerat
material tyder p& det. Uttryck (3.13) ger kroppens elastiska energi

2,22 .
U = LS E )p_a . g(a/R)
a (3.50)
-2
g(a/R) = 2a S af(a/R)da
o
och (3.12) gasvolymen om n= a/R , 7 ¢ (0, 11
y 2T (1-vZ) .23
= S g () (3.51)
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Med begynnelsevardet VO givet av (3.51) for v = | ger gaslagen (3.16)
och (3.20)
[
Vv 2/ R +1 I/aR+|
V; =y [g(q)/g(l)]
(3.52)
p o 2R+ AHK/K +1
o y [g(r;)/gu)]'
sé& att for g€+ | med h(n) = g(n)/g(l)
P “A oy A2
0 0 /
(W-0)= =0y = — [1-y"ho ] (3.53)
Innan sprickan borjat propagera, a = O och K = O ger (3.45)
Griffithvillkoret for initiering av spricktillvaxt
- _ _9F
5 - 33 (3.54)
Med (3.53), (3.50) och (3.23) ger (3.54) initieringsvillkoret
y A P2 D0y g1y - P (3.55)

som inte &r uppfylld fér + = 0 d& f(1) = 0 och g(l) # O.
Sprickan initieras inte med en géng utan férst n&dr R vuxit sé& att

(3.55) uppfylls. D3 (3<<.| blir fordréjningen mycket Iiten.

Om uttrycket t&r den kinetiska energin antas ha samma form som i (3.26)
med en faktor k(?) som inte ndrmare studeras erhdlles Lagranges rérelse-

ekvation f&r sprickan.

2y =A%+ (9y® - 207C /a .y Ik ()/kN) -

(3.56)
B} 2 -(A/2+1) A+l
= 0.27(c, /a ) [ h(D) 1) /g1y =@y “ ] /k(p)
Uttrycket kan knappast integreras péd sluten form. | grénsen nar R>> a,

dvs ) << | &terfds (3.27). D& diskussionen i 3.3. visade att utbred-
ningshastigheten inte har ndgon &vre gréns nd&r A ® 0 och {5 = 0 berédknas

orten for 9 nar ; = 0 ur (3.56)

2

- K'¢p | 0.27 (D k'-AK)b(p) 1 (3.57)
e fr 1

7 4k' 2

dar betydelsen av b(7)'framgér ur (3.56). Nar (7k'-;ak) <0
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saknar uttrycket mening d& det medfér a < 0. Utbredningshastigheten
har inget maximum och ndgon konstant hastighet f&r stora t &r inte
méjlig. For (ol<“-kk) = 0 ger (3.56) liknande resultat. Nar

(n k'-Ak) > O erhdlles ett varde pd a som kan vara avsevart stdrre &n
den konstanta utbredningshastigheten 7(3L. Om A= 0 kan den stérsta
hastigheten nar Y?-*I vara tva ggr detta vérde. | vilket fall &ar
vardena inte begransade till den longitudinella végens hastighet CL och
Lagrangeformal ismen sdsom den utnyttjats foér att géra dynamiska Sver-
l&ggningar pd ett statiskt system ger inget vésentligt nyft utdver vad

energibalansvillkoret i 3.3 gav.



21.

3.5 Diskussion_om dynamiska |&sningar

Utom i ndgot undantagsfall gé&ller de I8sningar av spdnnings-

tillstandet kring en plan spricka som rér sig med belastningen
i planet, mod.l, for konstant utbredningshastighet. F&r sprdda
material, dvs sddana d&r plastiska effekter forsummas har bl.a.

f&l jande geometrier studerats:

a. En spricka med konstant langd som rér sig langs

x-axeln i ett o&ndligt material. Yoffe /22/.

b. En halvodndlig spricka som ror sig langs x-axeln i
ett odndligt material och vars spets vid tiden T = o

befinner sig i x = o. Craggs /23/.

c. En spricka som rér sig l&ngs x-axeln i ett odndligt
material och som véxer symmetriskt kring x = o.
Broberg /24/.

Belastningen utgdrs i dessa fall av ett &ver sprickytan konstant
tryck p eller vilket &r samma sak en allsidig yfttre dragspanning. Dess-

utom har f&ljande problem studerats.

d. En halvodndlig spricka i en remsa med odndlig bredd
dar randférskjutningarna i ftvérled antas vara konstanta.

Nilsson /25/.

e. En halvo&dndlig spricka som vid tiden t = o bdrjar véxa
med en konstant hastighet under inverkan av en infallande

plan longitudinell vdg. Achenbach och Nuismer /26/.

f. En symmetriskt védxande spricka som i c, men d&r antingen
systemets impuls eller dess energi &r konstant. De antas
Tillférda momentant i origo vid tiden t = o och sprick-

randen obelastad. Afanasev och Cherepanov /27/.

En sammanst&dllning olika dynamiska I8sningar som ocksd técker plastiska

effekter har gjorts av Nilsson /28/.

Det gemensamma for |8sningarna a-d &r att gradienten for den i sprick-
spetsen lokalt frigjorda elastiska energin kan skrivas, jfr tf.ex.

Cherepanov /9/

2
Uy 2 2 )v B,

- — = £ KI (v

_— (3.58)
a 4(1-Y)IR(V)
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dar
_ _ . 2 2
R(v) = Gl(v)@z(v) (1 @2 (v)) /4
| g = a- K2v2y!/2
_ 2.1/2
@Z(V) = (| ve)

a/C, , k= C,/C,

(3.59)

\

och CI’ C2 betecknar den longitudinella resp. skjuvvagens utbred-
ningshastighet i materialet. Uttryckets R(v) nollstédlle svarar mot
Rayleighvagens utbredningshastighet CR' Man konstaterar vid en jéam-
forelse med (3.2) och (3.9) att energigradienten —Ux/a for en spricka
som rér sig inte l&ngre ges enbart av spanningsintensitetsfaktorn KI‘
(3.58) innebdr att sprickspetsens form ocksd beror av utbrednings-
hastigheten. H&drav drar Willis /5/ slutsatsen att kohesionskrafternas
fordelning i sprickspetsen beror av a och foljaktligen att kohesions-
modulen ocksd mdste gdra det. Med energibalansvillkoren (3.8) och (3.9)
for en spricka som vaxer med konstant hastighet inses att (den kritiska)

energigradienten &r en mer fundamental storhet &n bdde (den kritiska)

spanningsintensitetsfaktorn och kohesionsmodulen.

Med (3.58) och resp. uttryck fér K = Kl(é) for gecmetrierna a-d

ldyn
erhdlles
( Kl(é) = KI(O) = konstant
1 (3.60 a,b)
Lim(-U /a) =
é"CR
-
KI(CR) =0
) (3.60 c)
ljm(-Ux/a) =0
i a—> GR
K| (CR) =0
< (3.60 d)
e . du
- Ux/é = = = = konst
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vilket innebdr att for en spricka med konstant ldngd eller en
halvo#éndlig spricka skulle ett allt mindre tryck behdvas for sprick-
tillvéxten ju snabbare den sker. Annorlunda uttryckt, om en sprucken
kropp har lagrat en mycket stor t&jningsenergi vid spetsen Sé behdvs
ndstan inget tryck for utbredningen. Se Rice /6/.Brobergs I&sning &r
mer realistisk d& den utgdr fradn en kropp utan spricka och tillvéxten

| iknar den hos naturliga sprickor. Aven om man alltsd kontinuerligt
til1fd6r energi vilket man mdste gdra f&r att hdlla trycket konstant vid
en Okande volym sd har sprickans tillvaxthastighet en dvre gréans -
Rayleighvagens hastighet CR' Brobergs 18sning har diskuterats bl.a. av
Cotterell /29/, Kamei och Yokobori /30/ och Erdogan /8/. Nilssons |&s-
ning galler f&r det fall att deformationen langs randen = O och torde
vara vardefull vid experimentella studier av brottseghetens hastighets-

beroende.

Brobergs |6sning skall nu anvéndas f&r den fortsatta diskussionen. For

storheterna i sprickspetsen géller, for Kldyn

4R(v)

Kl(v)/Kl(o) =
dar R(v) ges av (3.59) och H(v) av

HO) = =[ a4+ (@078, %] ECE D)+ 8B ED)
2,2 2 2,2, 2 2
# [ =g, + =g +B7/p 7] KB
- 4 (- B,0KE,%) (3.62)

dér K och E &r fullsténdiga elliptiska integraler av fbrsta och
andra slaget. H(v) # 0 for vel0,IT . Med (3.59) och (3.60c) inses
att K1(CR/CZ) = 0 och i grdnsen hdr v << | gdller K, (v) = K (0).

For sprickans tvardeformation gé&ller

2
v

(T=yIHW) ' (3.63)

(v)/u (0) =
uy v /uy(

och da sprickan fortfarande &r elliptisk blir volymsberoendet
| i kadant

2

Vv

. - Z
VOI/V©) = mregmey £ (3.64)

Dessa uttryck &r # O ndr v = CR/C2 men antar |iksom (3.61) vardet |

nar v-= o.

Ur (3.58) och (3.61) erhdlles gradienten for den lokalt frigjorda

elastiska energin i sprickspetsen UX
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U du 2
R
-/ - - 4v ROv) — < (3.65)
(I=-vy )@lH (v)
dar de statiska vardena
Kl(o) =p/Ta
(3.66)
_de _ Tt(l-vz)pza
da E

utnyttjatss Erdogam /8/ har ber&dknat ett uttryck fér gradienten for
det tillfdrda arbetet i sprickspetsen W

i, dn 4v2P(v)

a’ da (I-v) @IHZ(V) - (3.67)

dadr det statiska vdrdet dW/da &r |ika stort som —de/da ur (3.66)

och P(v) ges av

P(v) = 0.5 R(v) + T (3|(32((32'2-|>a+an( e,

. o.zsn"(|+(322)2((3|'2-|) atan(@ ) (3.68)

Liksom K, (Co/C,) = O blir =0 /a = 0 ndr v = Co/C, , W/a daremot
£ 0. | gransen nar v.—-» o bllr bdda uttrycken (3.65) och (3.67)= I.

En jémforelse ger att W/a > - U /a fér alla v €[0, C /CZ]

Med substitutionen

a = vC2T
(3.69
2, 2
dW _ T(=-Y7)pTCot Vo= ALy
da E
dskadliggdrs energigradienterna som funktion av v i fig. 7 fér V= 0.25
pd formen ‘
Ui
—/A, =/A = f(v) (3.70)
a a

och det framgdr att ju snabbare en spricka véxer desto mindre blir
energlgradlenTen - U /a relativt motsvarande statiska vdrde. Skillnaden
mel lan W/a och -U /a utgdrs enl. (3.7) av grad|enTerna fér de kine-

tiska resp. Iagrade elastiska energierna K/a och U/a

Erdogan /8/ har visat att f6r en modus ||| spricka under samma betingel-
ser gdller U = K. Om detta antas galla &ven f&r modus |, Brobergs
I8sning kan (3.3), (3.65) och (3.67) ge en uppskattning av K for V<< |

om R(v), P(v) och H(v) serieutvecklas
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v, % (1-9) [ (5-3k)-4(1-kD)/m ] 2, O(v4)} Gl
da 8 '

D& a
en sprickspets blir
2, 2 2:2

K= (xQ/2E7)p“a“a (3.72)
dar

X = 2T (1-92) 2. [ (5-3Kk)=4(1-ka)/T] /8 (3.73)
skriven som (3.24). Insdttning av Y = 0.25 och '

K2 = (1-2)/2(1+W) (3.74)
ger

o= 2T /2.574 (3.75)

En jémfbrelse med (3.24) visar att Motts uttryck for den kinetiska
energin ar avsevdart stdrre 8n forsta termen i serieutvecklingen av
k/é. (3.25) ger den numeriska konstanten fo6r en sprickspets om den
divideras med 2,x= 27T1/0.29. Inte ens om U/é tas med blir dverens-

stémmelsen sérskilt god. Jfr. Cherepanov /9/.

lnom int. vel[O, CR/CZ] kan - Ux/a approximeras av

X
- —/ - s 1.055 [ - v CZ/CR] (3.76)

med en avvikelse frén (3.65) som &r mindre &n 0.0l inom hela int.

konst. galler att k/é = JK/ 2a varfdér den kinetiska energin for

25.
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Det finns tvd s&tt att berdkna sprickans roérelseekvation ur
Brobergs |6sning och energibalansekvationen. Vé&gen &ver
Lagrangeformalismen &r inte mdjlig d& systemet inte l&ngre &r

konservativt.

For det fdrsta kan man utnyttja approximativa uttryck |iknande
Motts for den kinetiska energin K och den elastiska energin U
sasom (3.72) fdr att med uttrycken f&r gasarbetet W (3.19) och
forlusterna F (3.23) samt energibalansvillkoret (3.32) ge rérelse-

ekvationen som liknar (3.33) ndar & ¢ | och y 2 |

£ (9)-(3€-|)

| =2 yag2 | AL Al
=i L, 1] w05 £, 070 LY g @y g - py

(3.77)

Har uttrycker fV(Q) volymens hastighetsberoende i (3.64) och
med det valda uttrycket f6r U finns ingen elastisk energi upp-
lagrad i kroppen vid t = o. Grénsen fo6r sprickutbredningen ges

approximativt nér(3<<| av

-
y, = a/a, = [Ex-D] (3.78)

vilket &r mindre &n motsvarande vérde i (3.38). Det uppstar

ddremot en tvetydighet n&r man skall avgdra om utbredningshastig-
heten y har ndgon dvre gréans nér @=0 da fv(;) endast ar definierad
dver int. ane o, 02] . fv(;) > O och man kan alltid hitta ett
gransvarde Yy for vilket géller att nar y > Yy finns det inget

9 £ CZ/ao som satisfierar (3.77).

Om man vél jer det andra s&ttet f&rsvinner detta problem.
D& anvands energibalansvillkoret pa formen (3.8) i stédllet vilket
inneb&r balans mellan frigjord och forbrukad energi i sprickspetsen

under hela utbredningstiden. R&kningar ger for y 2 |

(A +1) -(A+1)
y B

fLF () - B (3.79)
dar fx(;) uttrycker hasTighesteroend?T ﬁos gradienten f&r den
lokalt frigjorda elastiska energin - Ux/a ur (3.65) eller (3.76),
y(y) ur (3.79) finns inritat i fig. 8, som a/Cl(a/ao) med

o = 1.33 och (5= 0.004. Det bdr observeras att vérdet pd @

beror av a,s se (3.28).
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0.5

a/d,
0% N . . . . —
1 2 3 5 10 20 30 50 100

Fig. 8. Sprickans utbredningshastighet a som funktion av sprick-
l&ngden f&r en plan spricka baserad pd det ideala energi-
balansvillkoret.

Uttrycket g&ller inte i initieringsskedet dd y = | och y = O inte
&r nagon |&sning. Da fx(CR/aO) = 0 och fv(C /ao) = 0 inses f&r mycket

| och sprickan maste

spréda material, @ << | att y = CR/ao nar y
accelerera snabbt. Energibalansvillkoret (3.8) och d&drmed (3.81) géller

bara ndr accelerationen kan f&rsummas. Grédnsen f&r sprickutbredningen

ges av
y = D (3.80)

da fx(o) = fv(o) = |. Det &r samma uttryck som (3.31), den stationéra

|6sningen till sprickans rérelseekvation i 3.3. (3.80) géller for Ay -

eller H > 1/3 s& att sprickan stannar inte om gastrycket &r konstant,
X =0eller A = - 2 utan tillvixthastigheten ndrmar sig alltmer
Rayleighvagens hastighet i materialet. Fo6r Ovriga belastningsfall som
konstant sprickbredd, isoterm gasexpansion och expansion med eller utan
varmefdriuster kommer sprickan att stanna. Vardet pd sprickl&dngden ur
(3.80) &r avsevart mindre &n det som den kvasistationdra modellen i 3.3
ger, (3.38) och (3.78).
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ger, (3.38) och (3.78).

Men (3.65) och energibalansvillkoret (3.8) ger ocksd en alternativ
formulering av (3.79) som inneb&r att sprickan véxer sd l|&nge som
- EEE- ENC] (3.81)
da lc '

vilket ger samma gréns for sprickutbredningen. Uttrycket blir
inte langre enbart ett brott eller initieringsvillkor som (3.1).
Det &r ocksd det villkor fdr grénsen fér en sprickas utbredning
som anvénts i /7/ och /31/ bl.a. fdr att bestdmma fdrsattningen

vid pallspréngning.

Sprickans roérelseekvation i (3.79) medfdr att oberoende av belast-
ningens form, om energi inte tillfdrs direkt i sprickspetsen,
géller att Rayleighvédgens hastighet i materialet &r en Ovre gréans
f6r sprickutbredningshastigheten. | praktiken |igger uppmdtta
granshastigheter inom ett intervall 0.5 CR < a<0.9 CR’ se t.ex.
Field /32/ och f&ér bergarten norit har Bieniawski /33/ matt 0.68 CR
Broberg /34/ har fdrklarat detta genom att tolka Rayleighvégens
hésfigheT i det belastade materialet kring sprickspeftsen som grans-

hastighet.

Eftersom energibalansvillkoret (3.8) inte &r begrdnsat till en

plan gasfylld spricka kan man med (3.81) och (3.2) bestdmma grénsen
fér sprickutbredningen - sprickldngden - for ett annat belastnings-
fall s& snart spédnningsintensitetsfaktorn och gasvolymen som funk-

tion av sprickléngden &r ké&nda.
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Jamférelse mellan de ol ika rérelseekvationerna

Overlaggningarna i 3.3 och 3.4 visar att varken energibalans-
villkoret eller Lagrangeformalismen tillsammans med Motts uttryck
f&r den kinetiska energin ger en Ovre gréns for sprickutbrednings—
hastigheten som kan h&nfdras till ndgon dynamisk egenskap hos
materialet. FO6r de belastningsfall d&r en &vre grédns finns beror
den uteslutande p& en balans mellan de ingdende energierna eller

en rorlig rand. Inte heller en utveckling av den elastiska energin
pd samma form som Motts uttryck f&r den kinetiska ger ndgon
vadsentlig féréndring, se 3.6. Innebdrden av detta och den rorliga
randen i 3.4 &r att det inte finns ndgon elastisk energi upplagrad

i kroppen fran bdrjan.

Sprickans rérelseekvation ur Brobergs [8sning, (3.79) och (3.81)
ger daremot Rayleighvédgens utbredningshastighet i materialet som
en dvre gréans for sprickans utbredningshastighet. Till skillnad
mot de &vriga rérelseekvationerna grundar den sig enbart pa
f6rhdllandena i sprickspetsen. Den ger ocksd ett vasentligt l&gre
varde pd sprickléngden men dd den ger en fysikaliskt riktigare
bild av férloppet torde uttrycket (3.81) ge vérden pd sprick-

ldngden som b&ttre Gverensstédmmer med praktiska resultat.

Slutsatsen stdds indirekt av Glennie och Willis /35/ r&kningar

fér en rivspricka, mod, |||l som véxer med varierande hastighet och
dér det plastiska deformationsarbetet &r lokalt begrdnsat. De
uttrycker gradienten f6r den i sprickspetsen lokalt frigjorda
energin liksom i (3.58) enbart som funktion av sprickans utbred-
ningshastighet och alltsd oberoende av accelerationen. Energibalans
villkoret (3.8) ger sedan en rdrelseekvation lik (3.79). An-
vdndandet av rérelseekvationen (3.79) for en plan spricka i mod |

dr en parallell som inte motsdger deras fodrvdntan om att resulta-

ten kvantativt skall gélla ocksd for detta fall.

Uttrycket (3.81) har anvéants i /7/ och /31/ och det visar etft
betydl igt starkare beroende av hur gasen &r fdrdelad an mot-

svarande kvasistatiska.
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