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_Sammanfattning

Sénderbrytning av spréda material genom inre expansionskrafier sdsom
exempelvis vid bergspréngning sker genom radiella sprickors tillvaxt.
"1 syfte att né&rmare kunna belysa sadana forlopp goérs i denna rapport
en analys av spédnningstillstdndet kring régra olika geometrier med
radiellt riktade sprickor i ett o&dndligt plant medium. Brottmekaniskt
intressanta storheter scm spénningsintensitetsfaktorer, trolig till-
vaxtriktning f&r spricksn samt sprickvolym ber&knas.

Resultaten som presenteras i kurvor och tabeller visar hur antalet
sprickor, férhdllandet mellan olika sprickors l&ngd, sprickl&ngd
relativt borrhdlets storiek och gasens intréngning i spricksystemet p3-
verkar dessa storheter.

En viktig del av resultaten &r en mekanism som oberoende av expansions-
krefternas utbredning i ett spricksystem fdrklarar varfdr endast ett

fétal sprickor tillvixer &ven om ett stort antal initieras, t.ex. kring
randen av ett hdl. | denna mekanism ingdr att spetsarna pd de kortare

sprickornz sluts om de &r tillrdckligt korta. Sprickslutning uoptracer
ocksd fdr vinkelsprickan.
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1. Inledning

Denna rapport innehdllar en analys av spanningstillstindet kring nagra
olika geometrier med radiellt riktade sprickor i ett oéndligt plant medium
under varierande belastning. Den utgdr en uppfdljning av tidigare rapporter,

Ouchterlony /13/, /16=17/ och /24/, d&r idealiserade forh&!landen vid sénder-

brytning av sprdda material genom sprickors tillvéxt under inre expansions-
"krafter diskuteras. Speciellt avses bergspréngning och d& sarskilt pall-
spréngning med fri botten d&r férhdllandena efter stdtvdgens passage antas
kunna beskrivas genom ett i det ndrmaste statiskt spénningsfalt. Jfr.
Kutter /3/. Nigra av de geometrier som studeras torde Zven vara av intresse
vid studium av t.ex. hydraulisk tryckning av borrh&l. i berg och sprickors
tillvaxt i tjockvdggiga cylindriska kirl av sprétt material. Gemensamt for
rapporterna &r den brottmekaniska infallsvinkeln. Resultaten i denna
rapport utgdrs av spénningsintensitetsfaktorer, trolig tillvaxtriktning och

sprickvolym presenterade i tabeller och kurvor med jémférande kommentarer.

Analysen f&ljer huvudsakligen Muskhelishvilis /1/ och Persson /2/ arbeten
om den komplexa metodens anvéndning vid plana tillst3nd inom elastomekaniken.

Den skiljer sig pd en védsentlig punkt, némligen att de studerade konturerna

har horii och spetsar. Hos de nidmnda arbetena f&rekommer den plana sprickan
som ett grénsfall f&r det elliptiska hdlet, Muskhelishvili har ocks3 studerat
den plana sprickan och cirkelbdgsprickan med teorin f&r sektionsvis holo-

morfa funktioner.

Fér att den komplexa metoden skall ge en I8sning pd sluten form miste av-.
bildningsfunktionen antingen vara ett polynom eller en rationell funktion
vilket utesluter konturer med hérn men inte dem med spetsar. Spetsarna med-
fér i alla fall den komplikationen att den ran&yillqusekvafion som Cauchy-
integreras f&r att ge i8sningen blir singul&r pd randen. Detta problem har
I6sts av Bowie /7/, /8/ och Kutter /3/-/4/ bl.a. De approximerar den ur-
sprungliga konturen med bibehd!lande av karakt&ren i sprickspetsarna genom
att serieutveckla avbildningsfunktionen pd polynomform. Singulariteten i
randvillkorsekvafionen hévs genom en multiplikation med avbildningsfunk-
tionens derivata. Andersson /6/ har angripit den ursprungliga konturen med
sina hdrn. Hans rékningar &r f&rhdliandevis enkla men deras begrédnsade
giltighet, se Andersson /26/ och som satts ifrédga av Knauss och Palaniswamy

/25/, gér dem oanvirdbara i'deffa arbete.

Arbetet utgdér i flera avseenden en forts&ttning pa Bowies /7/ Kutters
/3/-/4/. Dels I3ses den singuldra randvillkorsekvationen direkt fér den av
de komplexa gpénningsfunkfionerna som behdvs. Det har den férdelen att
I8&sningens form blir exakt den samma som Muskhelishvilis och Pe}ssons for

konturer utan spetsar. Den andra spédnningsfunktionen kan 1&sas ut pd samma



satt. Dels studeras utGver ett utbrett inre Svertryck den generel lare
belastningen tryck o6ver en del av randen och grinsfallet centralt an-
gripande krafter. Bowie har studerat allsidig yfttre dragning vilket &r
camma sak som ett utbrett inre dvertryck och enaxlig dragﬁing. Gemensamt
¢8r alla hér studerade belastningar &r de expansionskrafter, dvs ar
balanserade och verkar enbart pd den inre konturen. Den matematiska formel-
apparaten &r sadan att ndr vdl koefficienterna i avbildningsfunktionens
approximationspolynom &r kdnda erhalles lésningen‘direkf for den aktuella

belastningen.

Vidare har utdver stjédrnsprickan med |ika l8ngar armar och det cirkuléra
hdlet med lika l&nga radiella sprickor som Bowie /7/ och Kutter /3/-/4/
studerat i denna rapport behandlats motsvarande geometrier med sprickor av
alternerande ldngd samt vinkelsprickan. Som utgdngspunkt for avbildnings-
funktionens approximationspolynom tas h&r funktionens derivata varigenom
det viktigaste kravet for att konturen skall bibehdila sin karaktadr i
spetsarna automatiskt uppfylls. Koefficienterna i avbildningspolynomets
derivata ges fér fyra av de fem geometrierna av mycket enkla uttryck vilka
ir explicita funktioner av storheter som beskriver geometrin. | tvd av -

fallen ges beroendet direkt av ortogonala polynomsystem.

-

Den komplexa metoden &r flexibel jamfért med t.ex. de transformmetoder

- som anvants for stjérnsprickan med iika Idnga armar under ett utbrett inre
dvertryck av Westmann /11/, Williams /12/, Rooke och Sneddon /20/ samt
Stallybrass /21/. Den tilldter &ven analys av geometrier dér sprickorna.
inte &r radiella, dar sprickorna &r krdkta som hos Ouchterlony /17/ och
analys av &ndliga omrdden med sprickor som hos Bowie /8/. Formlerna i
detta arbete kan anvéndaé for en analys av andra geometrier med radiella
sprickor under expansionskrafter, t.ex. f6r ett studium av om en for-
grening av en plan spricka &r fdrdelaktig ur energisynpunkt. Med en enkel
komplettering giller &ven formierna fér enaxlig yttre dragning. Fér-
greningen av en plan spricka utsatt for yttre dragning vinkelridtt mot
sprickan har studerats av Andersson /6/ och tillvéxtriktningen for en plan
spricka under en enaxlig yttre dragning som bildar en godfycklig vinxel mot
sprickplanet har studerats av Knauss och Palaniswamy /25/ vilka anvdnt etft

energikriterium fér brott.

Analysen resulterar numeriskt i l|&sandet av ett ekvationssystem dsr de
ok&nda storheterna utgdrs av koefficienterna till serierepresentationen av
den sdkta komplexa spanningsfunktionen. Ekvationssystemet skrivs pa
matrisform. - Koefficientmatrisen framfér den sdkta koefficientvektorn be-

stéms helt av geometrin genom avbildningsfunktionen medan den k&nda delen,



jastintegralen, bestdms av belastningen och hurAden ar fordelad Over
sprickranden. ‘nggrannhefen i de numeriska resultaten begrédnsas av att
den anvdnda datorns kapacitet infe medger anvéndning av storre matriser &n
ca 30x30. Detta &r i de flesta fall fullt tillrdckligt vilket en jém-

térelse med redan studerade geometrier ocksd visar.

Berdkningen av sprick- eller gasvolymen goérs dels direkt genom en inte-
grering av randfdrskjutningarna dels omvégen dver den elastiska enekgin

och dérmed spénningsintensitetsfaktorerna. Det sista s&ttet &r bara mdj-
ligt nér en ténkt tillvaxt sker geometriskt |ikformigt, dvs for sprickor
utan begynnelsevolym som stjdrnsprickan och vinkelsprfckan. D& den
approximerade konturen bevarar karaktdren hos spénningstillsténdet i
sprickspetsarna men inte geometrin i stort kan de tva volymvérdena vid enm
jémfbrelée anvdndas som ett matt pa hur vél verkiig och approximerad kontur

dverensstaémmer.

Resul taten redovisas pd dimensionsl&s form, de har dividerats med mot-
svarande uttryck for den plana sprickan utsatt for samma belastning. Héari-
genom fdrsvinner beroendet av gastryck, elasticitetsmodul och konturens
absoluta sforlek'medan inverkan av relationer som entydigt karakteriserar
konturen bevaras sdsom vinkeln mellan tva sprickor eller antalet sprickor
och dimensionsl|dsa |&ngdférhdllanden. Detta s&dtt att redovisa vérden har
symmetrifdrdelar, men gbér dem inte alltid direkt jémférbara. | kommentar-
erna utnyttjas ocksd tvd konturer, ndmligen hypocykloidsprickan som |iknar
stjérnsprickan och cirkelbdgsprickan som liknar vinkelsprickan, for en
jémférelse. Vérdena pad spadnningsintensitetsfaktorerna fér stjérnsprickan
med lika |8nga armar under utbrett inre dvertryck dterges med forbluffande -
noggrannhet av hypocykloidsprickans slutna uttryck Kl/p\[7f2; =2 Vf7;:77n.

Avvikelsen 3r mindre 8n 4%o!

| kommentarerna diskuteras ocksd den sprickslutningseffekt som upptréder
for de olika geometrierna och den obalans ur tillvaxtsynpunkt som finns
for stjérnsprickan och det cirkuldra hdlet med radiella sprickor. Har
finns en mdjlig férklaring till varfér endast ett litet antal sprickor
blir sarskilt I&nga vid bergspréngning ndr ett stort antal initieras pa

borrhdisranden, se Persson, Lundborg och Johansson /24/.

Den sprickslutningseffekt som uppfréde; féor vinkelsprickan upptréder ocksa
for cirkelbdgsprickan och den sistnimnda har diskuterats av Ouchteriony
/17/ i samband med sprickutbredningen vid pallspréngning. Medan detta for
cirkelbdgsprickan resulterade i en minsta ufslaggvinkel pd ca 40° ger
vinkelspricgan ca 50°. Ovriga vérden visar en l|ika god Sverensstammelse

6ver hela vinkelintervallet vid centralt angripande krafter och darfsér bdr



analogin mellan vinkelsprickan och cirkelbdgsprickan vara tillaten .
scm den utnyttjats i /17/ f6r att diskutera sprickutbredningsriktningen

vid pallspréngning.
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2.

Teckenfdrklaring

2.1.

f(z)
f'0z5,f' " (2)

a,A

Sk
{a k0]
{ak},a

1A rek

{Ee}
A
D.E.

“R.V.

C (dzx)
(«,@)

Py

Pk(x)

(%)

Matematiska

" u' oo "

n

n n n n

n

symboler, allmdnt_

rektanguldra koordinater och oberoende variabler
x + iy : komplex representation av det fysiska planet
imagindr enhet

real-resp. imagindrdelar av en komplex storhet
komplex variabel i bildplanet

poléra koordinater i det fysiska planet

randkurva i det fysiska planet ‘

komplex koordinat l&ngs denna

polédra koordinater i bildplane+

enhetscirkeln i bildplanet

komp | ex koordiﬂaf ldngs denna

funktionsbeteckning

betecknar differentiering m.a.p. z

_konstant betfeckning

‘utgdr ofta index

serie av konstanter

alternativa s&tt att beteckna serier
vektorbeteckning

matrisbeteckning med angivande av antal
rader och kolumner —
enhetsmatris '

v2. Laplaceoperaforn
differentialekvation

randvillkor

Cegenbauerpolynom av k:te graden | x
Jacobipolynom av k:te graden ~

Legendrepolynom av k:te graden
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P
i
£
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2.2,

spénningar [N/mZ]

deformationer [m]

E/2(1+¥) : skjuvmodulen [N/m2]
elasticitetsmodulen [N/m?]

Poissons tal [O] (dimensions|ds)
materialkonstant som beror av Y[O]
gastryck [N/mq

kraftresultant [N/m]

K&+ iKII: komp | ex spaénningsintensitets-
faktor dar

'ufgér spdnningsintensitetsfaktorer f&r belast-
ningsfall modus I resp. 1I. ﬁV/mS/Z]
trolig utbredningsriktning for sprickan

~gasvolym [m3/m]

dimensions|&sa spdnningsintensitetsfaktorer
dimensions|&s gasvolym
plant deformationstillst3nd

plant épénningsfillsfénd




2.3. Matematiska symboler, den komplexa mejogég

¢
f(z),q(z)
{ak} ’{bk}
lH(s)
k
(Xn,Yn)
(X,Y)
w(5)
{c,
A -
{a,d.{0
h(9),1(9)
indéx+’_
P(5)
Do(ﬁ)
Ao(§)
A
B
2
{0}
index.

(¢]

index

"

[}

"

n

n

n

i

]

"

it

1

Airys spénningsfunktion

- komplexa sp&nningsfunktioner

koefficienter i deras serierepresentationer

F (s)+iF,(s): randlastfunktion

I 2

- konstant som beror av R.V.

randspénningskomposanter

deras resultanter

komplex avbildningsfunktion

koefficienter i dess serierepresenfafion
proporfioﬁalifeTskonsfanT foér konturen
koefficienter i'serieufvecklfngar

komplexa funktioner

anger omrdde dar funktionerna ovan &r holomorfa
polynom vars nollstéllen ligger pd enhetscirkeln [7
principaldelen i en Laurentutveckling

lastberoende funktion eller lastintegral
lastintegralens koefficientvektor eller lastvektor
modifierad lastvektor

koefficientvektor till f(z)

koefficientmatris

beTeckﬁar den del av funkticnerna f,g och w som &r

holomorfa i omrddet 151 > |

betecknar- storheter knutna till en approximerad

kontur



2.4.

2.4.1

2.4.2,

2.4.3.

2.4.4,

2.4.5.

Al Imént

wis)

Wq(ﬁ )

N

{edd

I

komplex avbildningsfunktion

polynomapproximation av denna

antalet rétter hos approximationen,rdknat utan
multiplicitet,eller approximationens gradtal
koefficienter i avbildningsfunktionens serie-
represenfaffon .

geometrisk proportionalitetskonstant
dimensions|ds numerisk konstant som bestsmmer
geometrins karaktar i sprickspéfsarna
sprickspetsens vinkel relativt den reella axeln i
det fysiska planet

sprickspetsarnas l&dge pd [

sprickrétternas lage p& 7

Stjérnsprickan med lika |8nga armar

a

n

sprickldngden [m]

-antalet sprickor

Stjérnsprickan med armar av alternerande l&angd

langforhd | landet mellan armarna [O]

2 m : antalet armar

storhet i avbildningsfunktionen som bestammer
l&ngdforhal landet §

Cirkuldrt hal med Iika l&nga radiella sprickor
R

»

hdlradien [m]
forhdllandet mellan sprickspetsens avstdnd fréan

h&lcentrum och hdlradien [O]

~storhet i w(%) som bestémmer |8ngdférhdllandet M

vinkelstorhet som &r bestimd av e

Cirkul&art hdl med radiella sprickor v alternerande |&ngd

A

¥

' ’

Y

2

n

foérhallanden mellan sprickspetsarnas avstand
frén hdicentrum och hdirzcien [O]
storheter i w(5) som bestimmer |&ngdi3rh8llandena

4 och A



el,ez vinkelstorheter som beror av Y | och YZ

h(x)

hjélpfunktion

2.4.6. Vinkelsprickan
o = halva sprickvinkeln ‘
|-20. /7 : storhet i w(}.) som bestdmmer o

Q
"

vinkelstorhet som beror av g

..6
1]
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Analys av spdnningstillsténdet kring ndgra olika geo-

metrier med radiellt riktade sprickor.

En mycket vanlig metod vid analys av spénningstillstdndet i en plan

wropp &r att anvénda Airys spdnningsfunktionvarvid jamviktsekvatio-

nerna i planet automatiskt uppfylls. | rektangul&ra koordinater

(x,y) ges funktionen §(x,y) av

_ 32¢
rox';—y?
32®
4 = K
| Cry xz (3.1)
.- %0

- XY A?xay
Fér ett linjért elastiskt material resuiterar ins&ttning i kompatibi-

tetsekvationerna i den biharmoniska differentialekvationen (D.E.)
AAd =0 (3.2)
Genom en évérgéng till komplexa variabler kan Airys spdnnings-—

funktion uitryckas i tvad godtyckliga analytiska spdnningsfunktioner f och
g, vars form bestéms av randvillkoren (R.V.). Med

z=x+ iy, Z=x-ly , (3.3)
erhdlles

z '
T x,y) = Refzf(2) + (glzhdz! ] .4y
o : o 4

Dessa funktioner bestsmmer entydigt spanningstillstédndet i kroppen

och fdrskjutningarna s8 n&r som pd stelkroppsrorelser. Uttrycken
f8r spdnningar och férskjutningar blir

[ 0+ a'y‘= 4Re { £1(2) }

199+ 2iT, = 2~[2f"'<z)+g'<z)] (3.5) -

L 26Curivy) = Rf(z) = 2f'(2) - g(2)

Spdnningen i tvirled antar ol ika virden begbende pd om plant spénnings-

tillstdnd (P.S) eller plant deformationstillsténd (P.D.) antas rdda i
kroppen.



Teorin for analytiska funktioner &r en vdlutvecklad gren av matematiken
cch den komplexa mefoden som utvecklats bl.a. av Muskhelishvili /1/ medfér
a+t ett stort antal viktiga plana problem kan 18sas. For att utnyttja
teorin for analytiska funktioner anvdnds ofta metoden med konform avbild-
ning sa att i stdllet for den verkliga geometrin en enklare form studeras,
vanligen cirkuldr. Det transformerade R.V. i bildplanet kan d& I8sas
direkt med potensserieansatser eller genom att R.V.-ekvationen Cauchy-
integreras. Den komplexa metodens grunder och till8mpningar redovisas i

bt.a. av Persson /2/.

De fundamentala randvérdesproblemen far |iknande form.

P3 randen S ddr s &r en komplex randkoordinat -gal ler

kf(z) + zf'(z) + g(z) = H(s) p8 S (3.6)

och ndr belastningen &r given pd rahden, problem 1, gdller med

randspdnningskomposanterna Xn ochﬂYh

S (3.7)
H(s) = F (s)+iF (s)+c = i 'j-(X +iY J)ds+c
| 2 on o n

d&r vérdet pd konstanten c +.ex. vdljs sd att férskjutningarna saknar
stelkroppskomponenter. N&r férskju+ningarna &r givna pad randen,

problem 11, 'géller med férskjutningarna GI(S) och Gz(s)

k=-%
(3.8)
H(s) = - 26(G (s)+iG,(s))

Om en ny komplex variabel & inférs fér att beskriva bildplanet kan
den konforma avbildningen uttryckas med en funktion w(5) som &r analytisk
i det avbildade omr3dct i S -planet.
z = wi5) ~ (3.9)
Med bibehdlina beteckningar sdsom

f(z2) = £fws)]. = f (5) (.10

kan de grundl&ggande sambanden transformeras. Uttrycket (3.6) blir med
den komplexa randkoordinaten O , 5 =0 = e'e

kf(0) + w(@)F ' (O)/W'() + g(@) = H(e) pa [T (3.11)

Harur kan f(sd och g(5) I6sas pd sluten form genom Cauchyintegrering




om w(& ) 8r en ratione!l funkiion. Detta dr av stort intfresse da
~fnna omraden med komplicerade konturer har avbildningsfunktioner som

rad qod noggrannhet kan approximeras med polynom.

vid avbildning av ett odndligt omrdde begradnsat av en kontur pd omrddet
utanfér enhetscirkeln [T med fast odndlighetspunkt mdste avbildnings-

funktionens serierepresentation vara

wis )==/\5 + wo($>), |$|2| (3.12)

Formen for f(%) och g(%) ges av

X o+ iv

f(5) .
27 1+30)

h1§+ BIA$>+ f0(§)

(3.13)

X - iy | .
g(%) = ¥ ————— In& + BAG+ g (§)
: 27(1+0) 2 °
Har &r W fo och S, funktioner som &r holomorfa for | 5] >|.
¥ och Y &r randlastens resultanter och B‘ och 82 beror av sp&nningarna
p8 mycket stort avstdnd. N&r belastningen utgdrs av expansionskrafter,
dvs. ar balanserad oci angriper enbart pd den inre konturen forsvinner

de tvd férsta termerna i (3.13) och f(5) och g(g) blir holomorfa for|s] >1

k=0 . ' (3.14)

Konstanternas 3 och»bk vérden beror pa avbildningsfunkfidnen och be-
lastningen p& randen. Analysen f&ljer vésentligen Muskhelishvili /1/

och Persson /2/. N&ista del &r en presentation av avbildningsfunktionerna.
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- e e - -

F&ljande sprickgeometrier skall sTuderas

I. Stjérnsprickan med n lika langa och rofaflonssymmefrlskf

utplacerade armar. .

2. En stjérnspricka som ovan men med 2 m armar av alternerande

l&ngd.

3. Ett cirkulart h3l med n lika ldnga och rotationssymmetriskt
utplacerade radiella sprickor.

4. Ett cirkuldrt h3l som ovan med 2 m radiella sprickor av
alternerande lé&ngd.

5. En vinkelspricka dar vinkeln mellan armarna varierar.

Alla dessa skall avbildas pd enhetscirkeln [’ s& att omrddet utanfor
resp. geometri avbildas konformt pd omrddet utanfdr enhetscirkeln
I51>1. Villkoret for detta &r aTTiw'($) #+ 0 och begrénsad da

| 51 >1. Geometrierna hat bdde spetsar och hérn och i dessa punkter

ar avbildningen inte konform. Se fig.

:/ / avbildning

z= w(s§

{
L IINATII ]
IIFW%/// \

z-planet - S -planet

fig 3.1
Avbildningsfunkfionerna-fﬁr.dessa geometrier presenteras utan n&rmare
studium med referenser till tidigare forfattare ndr sé& &r mdjligt.
For de fortsatta rékningarna kravs sprickspetsarnas ldgen pd (7 vilka

ges av w'(%) = 0 och andra derivatans w'' vérde i dessa punkter

*
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3.2.1. stjirnsprickan med lika l&nga armar.
Denna geometri har studerats bl.a. av Kutter /3/-/4/, den utgdr

ett specialfall av geometrier hos Darwin /5/ och Andersson /6/.

nstarmar,nz22 '
rotvinkel 21 /n

2rt/n spricklangd a

U}
4

-

a

n:=6

fig3.2 z-plan

Avbildnfngsfunkfionen ges av

wB) = A% (1 + 52N (3.15)

De punkter o péd [ som svarar mot sprickspetsarna ges av

w'(5) = 0. Aybildningsfunktionens derivata &r

-n
WG = A -5 (3.16)
‘ 1+ E:n)l—Z/n .
Sprickspetsarnas l&ge ges av
5" =
T (3.17)
‘ ’ - e|27t(k—|)/n K= 1,e..,n
L k

De punkter pd [? som svarar mot sprickrétterna &r fdrgrenings-
punkter for w(5) vilket medfor att den komplexa metoden inte
direkt kan tillampas. Avbildningsfunktionen mdste approximeras
med ett polynom eller en rationell funkticn fér att metoden skall

ge en |6sning pd sluten foim.

Andra derivatan av w(5) ges av

2 (n-1)+5 "
w'5) = AL .
’ 5 (es 22

Vérdet nd konstanten A bestims av spricklangden a.

(3.18)




s S e A

A= a zf?/”“ "

Andra derivatans vdrde i sprickspetsarna

" _an_ -l ___ An
w'( Gk) > g =

k .ZI-Z/n

O

_Som specialfall for n = 2 erhdlles den plana

(3.19)

(3.20)

spribkan.

Sl kS S
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3.2.2. Stjérnsprickan med armar av alternerande |38ngd.

Som stjérnsprickan med |ika lénga armar utgdr den ett specialfall

av geometrier som Darwin /5/ och Andersson /6/ visar. Den har ett

jamnt antal n = 2 m sprickarmar av alfernerande lédngd. Nar for-

h&llandet &= 1 &terfds den fdrra geometrin.

ba n 2mstarmar, mza1
rotvinkel mw/m
m/m  armléngder a, ba

]

a T2j
T2k
n=8 0.21'5‘1
z-plan
fig 3.3

Avbildningsfunktionens utseende ges av

-n/2 2/n

. na -n
W(g) =A5(I-25|n-—2—-5 "'5 )
eller
WE) = AL (1-2sin ma g™ + 572/
derivatan w'(5) i sin tur ges av
' -2m

l -5
w'G) = A - — —
(I—ZsinmAgm»*szm)l /m

Sprickspetsarnas lige pd [7, O’ erhdlles som forut

2m _

[

>

¢ - i Tk=1)/m

K sy k=1, ey 2m

Sprickrétternas l8gen déremot ges av

m . +i(R/2-mA)
5 = sin mA - icosmA = e

Dessa &r forgreningspunkter till avbildningsfunktionen.
Uttrycket (3.25) kan skrivas

o, =

J[n@j-n/zm + -1ya]
J .

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

}3.25)

(3.26)




"ANALYS AV SPANNINGSTILLSTANDET KRING NAGRA
OLIKA GEOMETRIER MED RADIELLT RIKTADE
SPRICKOR | ETT OANDLIGT PLANT MEDIUM UNDER
INVERKAN AV EXPANS |ONSKRAFTER

Finn Ouchterlony

DS 1972:11 6.8.1972

Sammaniattning

Sénderbrytning av spréda material genom inre expansionskrafier sdsom )
exempelvis vid bergspréngning sker gencm radiella sprickors tillvéxt.
"1 syfte att ndrmzre kunna belysa sddana forlopp goérs i denna rapport
en analys zv spédnningstillstdndet kring ndgra ol ika geometrier med
radiellt riktade sprickor i ett odndligt plant medium. rottmekaniskt
intressanta storheter som sp&nningsintensitetsfaktorer, trolig till-
véxtriktning {6r sprickan samt sprickvolym ber&knas.

Resultaten som presenteras i kurvor och tabeller visar hur antalet
sprickor, fdrhéllandet mellan olika sprickors l&ngd, sprick!&ngd
relativt borrhdlcts storlek och gasens intrédngning i spricksystemet pa-
verkar dessa storheter.

En viktig del av resultaten &r en mekanism som oberoende av expansions-
krafternas utbredning i eft spricksystem f&érklarar varfdr endast ett
fétal sprickor tillvixer &dven om ett stcrt antal initieras, t.ex. kring
randen av ett hal. | denna mekanism ingdr att spetsarna pd de kortare
sprickorna sluts om de &r filirdckligt korta. Sprickslutning upptrdcer
ocksad for vinke!lsprickan.
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1. Inledning

Denna rapport inneh&ller en analys av spénningstillstdndet kring ndgra

olika geometrier med radiellt riktade sprickor i ett odndligt plant medium
under varierande belastning. Den utgdr en uppfdljning av tidigare rapporter,
Ouchterlony /13/, /16-17/ och /24/, d&r idealiserade férhdllanden vid sdnder—
brytning av sprdda material genom sprickors tillvéxt under inre expansions-
krafter diskuteras. Speciellt avses bergsprangning och d& sarskilt pall-
sprangning med fri botten dar fdrhdllandena effer stttvdgens passage antas
kunna beskrivas genom ett i det n&rmaste statiskt spénningsfalt. Jfr.

Kutter /3/. N8gra av de geometrier som studeras torde dven vara av intfresse
vid studium av t.ex. hydraulisk tryckning av borrhdl i berg och sprickors
tillvéxt i tjockvdggiga cylindriska kdrl av sprott material. Gemensamt for
rapporterna &r den brottmekaniska -infallsvinkeln. Resultaten i denna

rapport utgdrs avgspénningsinTensi+e+éfakTorer,vTrolig tillvdxtriktning och

sprickvolyni présenferade i tabeller och kurvor med jémférande kommentarer.

Analysen f&1jer huvudsakligen Muskhelishvilis /1/ och Persson /2/ arpeten
om den komplexa metodens anvdndning vid plana tillstdnd inom elastomekaniken.
Den skiljer sig pd en vésentlig punk+; ndmligen att de studerade konturerna
har hdrn och spetsar. Hos de ndmnda arbetena forekommer den plana sprickan
som ett gransfall fér det elliptiska hdlet, Muskhelishvili har ocksd studerat
den plana sprickan och cirkelbdgsprickan med teorin fér sektionsvis holo-

morfa funktioner.

Fér att den komplexa metoden skal | ge en 18sniag pd sluten form maste av-.
bildningsfunkT}onen antingen vara ett polynom eller en rationell funkTion
vilket utesluter konturer med h&érn men inte dem med spetsar. Spetsarna med-
f6r i alla fall den komplikationen att den ran&villqusekvafion som Cauchy-
integreras for att ge I8sningen blir singulér pd randen. Detta problem har
|6sts av Bowie /7/, /8/ och Kutter /3/-/4/ bl.a. De approximerar den ur-
sprungliga konturen med bibehdllande av karaktdren i sprickspetsarna gencm
att serieutveckla avbildningsfunktionen p& polyncmform. Singulariteten i
randvillkorsekvationen havs genom en multiplikation med avbildningsfunk-
tionens derivata. Andersson /6/ har anaripit den ursprungliga konturen med
sina hérn. Hans rdkningar &r forhdllandevis enkla men deras begrdnsade
giffighef, se Andersson /26/ och som satts ifraga av Knauss och Palaniswamy

/25/, gdr dem oanvindbara i detta arbete.

Arbetet utgdr i flera avseenden en fortsdttning pd Bowies /7/ Kutters
/3/-/4/. Dels |8ses den singuldra randvillkorsekvationen direkt fér den av
de komplexa §pénningsfunkfionerna som behdvs. Det har den férdelen att
|16sningens form blir exakt den samma som Muskhel ishvilis och Perssons for

konturer utan spetsar. Den andra spdnningsfunktionen kan I|&sas uf pa samma



satt. Dels studeras utéver ett utbrett inre dvertryck den generellare
belastningen *tryck dver en del av randen och grénsfallet centralt an-
gripande krafter. Bowie har studerat allsidig yttre dragning vilket ar
samma sak som ett utbrett inre Svertryck och enaxlig draghing. Gemensamnt
$6r alla hir studerade belastningar &r de expansionskraffer, dvs &r
balanserade och verkar enbart pd den inre konturen. Den matematiska formeil-
apparaten &r sddan att ndr v&l koefficienterna i avbildningsfunktionens
approximationspolynom &r k&nda erhdlles Iésningen‘direkf for den aktuella

belastningen.

Vidare har utdver stjdrnsprickan med lika ldngar armar och det cirkuldra
hilet med lika l8nga radiella sprickor som Bowie /7/ och Kutter /3/-/4/
studerat i denna rapport behandlais motsvarande geometrier med sprickor av
alternerande l&ngd samt vinkelsprickan. Som utgéngspunkt f6r avbildnings-
funktionens approximationspolynom tas har funktionens derivata varigenom
det viktigaste kravet for att konturen skall bibehdlla sin karaktédr i
spetsarna automatiskt uppfylls. Koefficienterna i avbildningspolynomets
derivata ges fér fyra av de fem geometrierna av mycket enkla uttryck vilka
sr explicita funktioner av storheter som beskriver geometrin. | tvé av -

fallen ges beroendet direkt av ortogonala polynomsystem.

-~

Den komplexa metoden &r flexibel jémfdrt med t.ex. de transformmetoder
“som anvénts fdr stjarnsprickan med |ika |dnga armar under ett utbrett inre
dvertryck av Westmann /I1/, Williams /12/, Rooke och Sneddon /20/ samt
Stallybrass /21/. Den till8ter &ven analys av geometrier dar sprickorna.
inte &r radiella, dar sprickorna &r krdkta som hos Quchterlony /17/ och
analys av &ndliga omrdden med sprickor som hos Bowie /8/. Formlerné i
detta arbete kan anvéndaé f&6r en analys av andra geometrier med radiella
sprickor under exnansionskrafter, t.ex. for ett studium av om en fér-
grening av en plan spricka &r fdrdelaktig ur- energisynpunkt. Med en enkel
komplettering géller &ven forimlerna fdr enaxiig yttre dragning. For-
greningen av en plan spricka utsatt for yttre dragning vinkelratt mot
sprickan har sTuderaTs'av Andersson /6/ och tillvéxtriktningen fdr en plan
spricka under en enaxlig yttre dragning som bildar en godtycklig vinkel mot
sprickplanet har studerats av Knauss och Palaniswamy /25/ vilka anvént ett

energikriterium fér brot+.

Analysen resulterar numeriskt i I&sandet av etT ekvationssystem dsr de
oksnda storheterna utgdrs av koefficienierna till serierepresentationen av
den sdkta komplexa spanningsfunktionen. Ekvationssystemet skrivs pa
matrisform.- Koefficientmatrisen framfdr den sikfa keefficientvektorn be-

stsms helt av geometrin genom avbildningsfunktionsn medan den kdnda delen,



lastinteqgralen, bestdms av belastningen och hur den &r fdérdelad over
sorickranden. Noggrannheten i de numeriska resultaten begrdnsas av att
den anvdnda daTorns kapacitet inte medger anvdndning av stdrre matriser &n
ca 30x30. Detfta &r i de flesta fall fullt tillrackiigt vilket en jam-

férelse med redan studerade geometrier ccksd visar.

Berdkningen av sprick- eller gas&olymen gdrs dels direkt genom en inte-
grering av randfdrskjutningarna dels omvdgen &ver den elastiska energin

och dérmed spdnningsintensitetsfaktorerna. Det sista sdttet &r bara mdj-
ligt nér en tankt tillvéxt sker geometriskt likformigt, dvs f&r sprickor
utan begynnelsevolym som stjérnsprickan och vinkelsprickan. D& den |
approximerade konturen bevarar karaktéren hos spanningstillstdndet i
sprickspetsarna men inte geometrin i stort kan de tvd volymvdrdena vid em
jémfbrélse anvindas som ett m&tt pd hur vél verklig och approximerad kontur

Sverensstammer.

Resultaten redovisas pd dimensionsids form, de har dividerats med mot-
svarande uttryck fér den plana sprickan utsatt fér samma belastning. Hari-
genom férsvinner beroendet av gastryck, elasticitetsmodul och konturens
absoluta storlek medan inverkan av relationer som entydigt karakteriserar
konturen bevaras sdsom vinkeln mellan tvd sprickor eller antaiet sprickor
och dimensions|®sa 18ngdférhdllanden. Detta s&tt att redovisa vdrden har
symmetriférdelar, men g&r dem inte alltid direkt j&mférbara. | kommentar—
erna utnyttjas ocksd tvd konturer, ndmligen hypocykloidsprickan som |iknar
stjérnsprickan och cirkelbadgsprickan som |iknar vinkelsprickan, for en
jémférelse. Vérdena pd spénningsintensitetsfaktorerna for stjdrnsgrickan
med |ika l&8nga armar under utbrett inre dvertryck &terges med forbluffande
noggrannhet av hypocykloidsprickans slutna uttryck Kl/pvrﬁ?5‘= 2 Vr;:Tyn.

Avvikelsen &r mindre &n 4%o!

| kommentarerna diskuteras ocksd den sprickslutningseffekt som upptréader
t6r de olika geometrierna och den obalans ur tillvaxisynpunkt som finns
for stjérnsprickan och det cirkuldra hdlet med radiella sprickor. Har
finns en mdjlig férklaring till varfér endast ett litet antal sprickor
blir sarskilt I8nga vid bergspringning n&r ett stort antal initieras pa

borrhdlsranden, se Persson, Lundborg och Johansson /2%/.

Den sprickslutningseffekt som upptrader f&r vinkelsprickan upptréder ocksa
for cirkelbdgsprickan och den sistnémnda her diskuterats av Ouchterlony
/17/ i samband med sprickutbredningen vid pallspréngning. bedan detta for
cirkelbdgsprickan resulterade i en minsta ufslagévinkel pa ca 40° ger
vinkelspricﬁan ca 500.'»6vriga vdrden visar en |ika god 6vgrenss+émmelse

Sver hela vinkelintervallet vid centralt angripande krafter och darfdr bor



analogin mellan vinkelsprickan och cirkelbdgsprickan vara tilldten
"scm den utnyttjats i /17/ for att diskutera sprickutbredningsriktningen

vid pallsprangning.

o



‘2. Teckenfdrklaring

2.1. Matematiska symboler, allmdnt_

(x,y) = rektanguldra koordinater och oberoende variabler
z = x + iy : komplex representation av det fysiska planet
P = imagindr enhet \
Re, Im = real-resp. imagindrdelar av en komplex storhet
g = komplex variabel i bildplanet v
(r,®) = polédra koordinater i det fysiska planet
S = randkurva i det fysiska planet |
s = komplex koordinat l&ngs denna
(r,8) = poldra koordinater i bildplanet
I? = enhetscirkeln i bildplanet
(o = komplex koordinat l&ngs denna
f(z) = funktionsbeteckning
f'(z),f''(z) = betecknar differentiering m.a.p. z
a,A = konstant bteteckning
j,k = utgdr ofta index
i a, k0 } = serie av konstanter
{ak},a = alternativa sAtt att beteckna serier
a = vektorbeteckning '
{a} RxK = matrisbeteckning med angivande av antal

rader och kolumner

B3

enhetsmatris

A -v2, Laplaceoperatorn
D.E. = differentialekvation
R.V. = randvil lkor
C (dzx) = Gegenbauerpo!ynom av k:te graden | x
Pk(d’@)(x) = Jacobipolynom av k:te graden

Pk(x) Legendrepolynom av k:te graden



2.2, Fysikaliska symboler

spanningar [N/mz]

deformationer [m]

E/2(1+Y) : skjuvmodulen [N/mz]
elasticitetsmodulen [N/m?]

Poissons tal [O] (dimensions!|&s)
materialkonstant som beror ava’[O]

gastryck [N/mq

kraftresultant [N/m]

KI+ iKII: komplex spdnningsintensitets-

faktor dar

u#éér spanningsintensitetsfaktcrer for belast-
ningsfall modus I resp. 1I. hﬂ/m3/2]
trolig utbredningsriktning fér sprickan

~gasvolym [ms/m]

dimensionsl|&sa spénningsintensitetsfaktorer
dimensions|8s gasvolym
plant deformationstillstdnd

plant spénningstillsténd



2.3. Matematiska symboler, den komplexa_metoden

9

f(z),g(z)
{ak}:{bk'g

~H(s) '

k
(XY,
(X,Y)
w(5)
{c,}
A ..
{o 1,103
h(5),i(5)
index, _
s
P(5)
D, 5)
ALB)
A
B
a
{0}
indexo

index

n

]

n

n

1

n

"

]

Airys spanningsfunktion
komplexa spanningsfunktioner
koefficienter i deras serierepresentationer

Fl(s)+iF2(s): randlastfunktion

- konstant som beror av R.V.

randspdnningskomposanter

deras resultanter

komplex avbildningsfunktion

koefficienter i dess serierepresenfafion
propor?ioﬁaliTeTskonsTanT for konturen
koefficienter i'serieuTvecklingar

komplexa funktioner

anger omrdde d&r funktionerna ovan &r holomorfa
polynom vars nollstéllen |igger pd enhetscirkeln [
principaldelen i en Laurentutveckling

lastberoende funktion eller lastintegral
lastintegralens koefficientvektor eller lastvektor
modifierad lastvektor

koefficientvektor till f(z)

koefficientmatris

betecknar den del av funktionerna f,g och w som &r

holomorfa i omradet 151 > |

betecknar- storheter knutna till en approximerad

kontur



2.4.

~2.4.1

2.4.2.

2.4.3.

2.4.4.

2.4.5.

Allmént .
wis) = komplex avbildningsfunkfion
wN( 5) = polynomapproximation av denna
N = antalet rotter hos approximationen,réknat utan
‘mulfipliciTeT,eller approximationens gradtal
{ck} = koefficienter i avbildningsfunktionens serie-
representation '
A = geometrisk proportionalitetskonstant
Q = dimensions|ds numerisk konstant som bestémmer
geometrins karaktdr i sprickspetsarna
¢k = sprickspetsens vinkel relativt den reella axeln i
det fysiska planet
0& = sprickspetsarnas l&ge p8 [
7, = sprickrétternas lage ps M
Stjérnsprickan med |ika I|8nga armar
a = sprickldngden [m]
n =..antalet sprickor

Stjérnsprickan med armar av alternerande | angd

é = langfoérhd|landet mellan armarna [O]
n = 2 m : antalet armar
A = storhet i avbildningsfunktionen som bestammer

.

l&ngdférhdl landet §

Cirkuldrt hadl med lika I&nga radiella sprickor

R = hdlradien [m]
i = forhdllandet mellan sprickspeisens avstdnd fran
hdlcentrum och hdlradien [O]
= storhet | w(%) som bestémmer |&ngdférhdllandet g
eo = vinkelsTorheT'som ar bestémd av e

Cirkuldrt hdl med rediella sprickor zv alternerande langd

M,A = fdrhdlianden meltlan sprickspetsarnas avstand
frén hdicentrum och hirzdien [0]
X}, Y2 = storheter i w(5) som bestimmer |5ngdidrhdllandena

4 ooch A



el,ez = vinkelstorheter som beror av Y | och Yz

h(x)

hjélpfunktion

2.4.6. Vinkelsprickan

a = halva sprickvinkeln
q = 1-20/7 : storhét i w(%) som bestammer ol
¢ = vinkelstorhet som beror av q '



Analys av spdnningstillstindet kring néara olika geo-—

metrier med radiellt riktade sprickor.

Cm_Muskheiishvilis_tsknik
En mycker vanlig mefod vid analys av spinningstillstdndet i en plan
kropp ar att anvinda Airys spanningsfunktionvarvid jémviktsekvatio-
nerna i planet automatiskt uppfylis. | rékfanguléra koordinater

(x,y) ges funktionen {(x,y) av

%0

(3:1)

Ca2
o - _Ara o
- XY Oxdy

For ett linjért elastiskt material resulterar inséttning i kompatibi-

tetsekvationerna j den biharmoniska differentialekvationen (D.E.)

AAD = 0 ' (3.2)

Genom en Overgdng till komplexa variabler kan Airys spdnnings-
funktion uttryckas i tvd godtyckliga analytiska spanningsfunktioner f och

g; vars form bestéms av randvillkoren (R.V.). Med

z =x+ iy, Z = x-iy _ L (3.3)

erhdlles
. A
T bx,y) = Re{zf(2) + (g(zMdz' } (3.4)
- o ‘

Dessa funktioner bestdmmer énTydigT spdnningstillstdndet i kroppen
och forskjutningarna sd ndr som pad stelkroppsrorelser. Uttrycken

fSr spdnningar och férskjutningar blir
. ,
0, 0, = 4Re { F1(2) ]

4 0 -0 =+ 211Zx

Ty = 2:[2f""(z2)+g"(2)] (3.5)

Y

ZG(ux+ivy) = Rf(z) - z2f'(2) - g(2)

Spanningen i tvirled antar olika virden be;oende péd om plant spénnings-
til!stdnd (P.S) eller plant deformationstillst&nd (P.D.) antas rida i

kroppen.



Teorin for analytiska funktioner &r en vdlutvecklad gren av matematiken
och ‘den kcmplexa metoden som utvecklats bl.a. av Muskhelishvili /1/ med{dr
att ett stort antal viktiga plana problem kan |&sas. For ati utnyttja
teorin for analytiska funktioner anvénds ofta metoden med konform avbild-
ning sd att i stéllet f&r den verkliga geometrin en enklare form studeras,
vanligen cirkuldr. Det transformerade R.V. i bildplanet kan d8 |&sas
direkt med potensserieansatser eller genom att R.V.-ekvationen Cauchy-
intfegreras. Den komplexa metodens grunder och till&mpningar redovisas

bl.a. av Persson /2/.

De fundamentala randvéardesproblemen far |iknande form.

P3& randen S dér s &r en komplex randkoordinat-galler

kf(z) + zf'(z) + g(z) = H(s) pa S (3.6)

och nér belastningen &r given pd randen, problem |, g3ller med

randspinningskomposanterna Xn och'._Yri

S (3.7)
H(s) = F (s)+iF (s)+c = T 5-(X +iY )ds+c
I 2 : n oo

'd&r vardet pa konstanten ¢ t.ex. vdljs s& att f&rskjutningarna saknar
stelkroppskomponenter. N&r forskjutningarna &r givna pd randen,

problem |1, gdller med f6rskjutningarna GI(S) och Gz(s)

k=-%
(3.8)
H(s) = - 26G(G (s)+iG,(s))

Om en ny komplex variabel & infdrs f&r att beskriva bildplanet kan
den konforma avbildningen uttryckas med en funktion w(5) som &r analytisk
i det avbildade omrddet i 5 -planet.

z = wi5) . (3.9)
Med bibehdllna beteckningar sdsom .
f(z) = fw(s)]. =t (5) O (3.10)

kan de grundl&dggande sambanden transformeras. Uttrycket (3.6) blir med

den komplexa randkoordinaten O, % = g = ele

kf(o) + w(o)f'(g)/w'(a) + g(g) = H(o) pa 7 (3.11)

Harur kan f({;) och g(5) I&sas pd sluten form genom Cauchyintegrering



om w(5) &r en ratione!l funkiion. Detta &r av stort intresse d3
ménga omréden med komplicerade konturer har avbildningsfunktioner som

med god ncggrannhet kan approximeras med polynom.

Vid avbildning av ett oédndligt omrdde begrinsat av en kontur pd omrddet
utanfdr enhefscirkeln [7 med fast o&ndlighetspunkt mdste avbildnings-

funktionens seriercepresentation vara

w5 )==/\§ + wo(§>), 151> (3.12)
Formen for f(&) och g( %) ges av

f(5) = - XY In5+ BAS + f ()
2n(|+ae)

(3.13)

X - iy :
| 9(5) = X ———— Ing + BAG+ g (5)

21U(1+R)
Har ar W fo och 9 funktioner som &r holomorfa foér |5] >,
X och Y &r randlastens resultanter och Bl och 82 beror av spinningarna
- pd mycket stort avstdnd. N&r belastningen utgdrs av expansionskrafter,
dvs. ar balanserad och angriper enbart pd den inre konturen fdrsvinner

de tv& forsta termerna i (3.13) och f(3) och g(5) blir holomor fa far|5|>|

f(5) =i

k::

gk<5 ) =;§§:

k=

(o]

(3.14)

o

.

Konstanternas 3, och_bk vérden beror pd avbildningsfunktionen och be-

lastningen pd randen. Analysen f&ljer vasentligen Muskhelishvili /1/

och Persson /2/. Né&sta del &r en presentation av avbildningsfunktioneina.



3.2. Avbildningsfunktioner fo6r nagra geometrier med radiellt

- e e e am) em = e

F&1jande sprickgeometrier skall studeras:

I. Stjérnsprickan med n lika langa och rotationssymmetriskt
utplacerade armar.

é' : 2. En stjérnspricka som ovan men med 2 m armar av alternerande

» I8ngd. ‘

3. Eft cirkuldrt hdl-med n lika lénga och rotationssymmetriskt

utplacerade radiella sprickor.

v

; 4. Ett cirkuldrt h&l som ovan med 2 m radiella sprickor av

alternerande |&ngd.

gy s

5. En vinkelspricka dar vinkeln mellan armarna varierar.

Alla dessa skall avblildas p8 enhetscirkeln [’ s att omr&det utanfér
resp. geometri avbildas konformt pd omrddet utanfér enhetscirkeln
[BlI>1. Villkoret for detta &r att w'(5) + 0 och begrénsad da

| &l > 1. Geometrierna har bdde spetsar och hdrn och i dessa punkter

ar avbildningen inte konform. Se fig.

/ / avbildning

z=wW(S
1L Q//J///, .

///7/’/%\7///// s
/./ /, N

z-planet - S-planet

fig 3.1 |
Avbildningsfunktionerna for dessa geometrier presenteras utan ndrmare
studium med referenser till tidigare fdrfattare ndr sd &r mdjligt.
For de fortsatta rékningarna krévs sprickspetsarnas l&gen pa ' vilka

ges av w'(%) = 0 och andra derivatans w'' vérde i dessa punkter

*




3.2. 1. Stjarnsprickan med |ika I&nga armar.
‘Denna geometri har studerats bl.a. av Kutter /3/-/4/, den utgdr

ett specialfall av geometrier hos Darwin /5/ och Andersson /6/.

nstarmar,nz22

rotvinkel 21/n

2r/n sprickléngd a

n=6

fig3.2 z-plan

Avbildningsfunkfionen ges av

wB) = AG (152N (3.15)

De punkter Ty pd [ som svarar mot sprickspetsarna ges av

w'(5) = 0. Aybildningsfunktionens derivata &r

-Nn
W5 = A - (3.16)
(|+5‘”)"2/”

Sprickspetsarnas l3ge ges av

n—

>

(3.17)

Gk B e|271(k-l)/n K= 1,...,n

De punkter pd [ som svarar mot sprickrdtfterna &r férgrenings-
punkter f8r w(5) vilket medfdr att den komplexa metoden inte
direkt kan tilldmpas. Avbildningsfunktionen méste approximeras
med ett polynom eller en rationell funkticn f6r att metoden skall

ge en |8sning pa sluten form.

Andra derivatan av w(&) ges av

2 (n-i)+5 "
W'(B) = A S . - (3.18)
5 (+5 n)2 2/n

Vardet pa konstanten A bestzms av sprickléngden a.



R

e

e S o AR R

A =.3a 2'2/" I b
Andra derivatans virde i sprickspetsarna

" = an . - I _ T An
WO s O s -2/n
G-RZ

~Som specialfall for n = 2 erhdlles den plana

(3.19)

(3.20)

spriﬁkan.



2.2, Stjérnsprickan med armar av alternerande l1&ngd,

Socm stjdrnsprickan med !ika Ié’an.ga armar utgdr den ett specialfall
av geometrier som Darwin /5/ och Andersson /6/ visar. Den har ett
jdmnt antal n = 2 m sprickarmar av alternerande l&ngd. Nar for-

h&l1landet &= 1| &terfds den fdrra geometfrin.

Sa n 2mstarmar, mz21

rotvinkel m/m

m/m  armléngder a,ba
.0'21'
T2k
0-2]'4»1
z-plan
fig 3.3

Avbildningsfunktionens utseende ges av

NA  «-n/2 +5-n) 2/n

W(8) = AB(I-2sin 15 A (3.21)
eiler
ey . -m -2m, 1 /m .
wig) = A5(I-2sinmag” + 5 7)1 (3.22)
derivatan w'(5) i sin tur ges av
o —2Mm
I -5
w'(5) = A — e (3.23)
(I—ZSinmAgm + 5 2m)l H/m
Sprickspetsarnas lige pd [7, o,» erhélles som forut
.§2m -
(3.24)
T, - o Tk /m o e, L 2m
Sprickrdtternas l&gen déremot ges av
5" = sin mA - icosmA = e (3.25)
Dessa &r férgreningspunkter till avbildningsfunkﬂoné_n._" : .’.'_-3
Uttrycket (3.25) kan skrivas ‘
: - v oAl )
e - o [M2j=11/2m + (-1)la] | ~ (3.26)

J .



Runt varannar sprickspets pd [T ligger ett par sprickrdtter férskjutna
vinkeln A mot spetsen j&mfdért med ldget om sprickorna varit lika lénga,

A bestdmmer alltsd langdférhdllandet§ . Insdttning i (3.22) av (3.24)

ger A och A

m
A = Larcsin (& _l)
m 6m+|
(3.27) -
| :
1 $ €[0, @) =M€ [-TW/2m, /2m)
| I /m
-1/m &M
g ! A= a2 ( 5 )
§ Andra derivatans w'" vdrde i sprickspetsarna ges av
. . : o , . -
E e . . -
; ‘ ~-2m
% r w'( Uk) il 2 ~2 =77
’ 2 23mmA*7 ™ m
m. . . I /m
1o Wi = sl g ( ) (3.28)
. 2k-1 2k-1
" _Sam 8™ am MM [ M) m
W (0-2k) T o m O 2 m
L 2k 24 T2k 28

som specialfall for m = | erhdliles den plana sprickan.



3.2.3. Cirkuldrt h&l med lika 18nga radiella sprickor. .

Avbildningsfunktionen fér denna kontur ges av Bowie /7/ och

Kutter /3/-/4/ p3 tvé alternativa formuleringar.

nst armar,n21
sprickvinkel 27/n
halradie R
spetsavstand uR

halrand
Ole+1 0'2}-/
, -
2j-1

z-plan g -plan’
fig 3.4
De ar : '
~1i/n
: -n -n =Zn
wE) = R |12 Vi2es™ s _ (3.29)
,5 N -\[I . zes—n +5—2n
‘ 2/n
e . R -n -n -2n
w(5) = F—————S——-[IH; +\/l+2€.5 +5 } (3.3C)
2(1-€)
Uttryckets derivata kan pa. kompaktast m&jliga form skrivas
W(s) -5 "
wiig) = 3l . (3.31)
Vie2eg ™, 5720
Sprickspetsarnas l&ge pa M ges av -
n
5 = |
, (3.32)
o = 2D ey,
Sprickrotternas l&gen ges av fdrgreningspunkterna till w(S), dvs.
' rotuttryckets nolistéilen )
7in8
5n=-€:i I-€.2=-e °
| ' (3.33)
8 = — arccos€&
o n
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(2.33) kan ocksd uttryckas

( _ i [m@zi-1y -8 ] /n
O.Z,j"‘ = e (o] .

) : (3.34)

. [m(zj-1 +neo] /n

G‘ZJ. Jd=1l,.e0,n

-

Med (3.33) inses att sprickrotternas Idge pd {7 varierar med € eller

att € ar ett m3tt p3 sprickornas l&ngd. D& sprickspetsens avstdnd

frén hdlets centrum &r pR erhdlles, se &ven fig.3.6.

€ =-1+2[@"-n/g"n]? |
. (3.35)
pell,oy= €el-1,1 -
€ = | svarar sd mot mycket l3nga sprickor och € = - | mot inga

alls. MNollstédliet for € (u) ges av

pr=3e2\/2 ' (3.36)

Andra derivatans w" vdrde i sprickspetsen ges av

[

I

-n
_wB) ng :
_W"(GK) g 2\/' . — ) .
P85 05 ] 50y (3.37)
IR ey
R

20‘k Pn_|
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3.2.4. Cirkulart hal med rediella sprickor av alternerande l&ngd.
Avbildningsfunktionen fér fdéregdende geometri kan generaliseras till

att gélla for olika l&nga sprickor enl. fig.

halrand

AR ~n=2m st armar, m=z1
sprickvinkel yr/m
7/ halradie R

R 1R spetsavstand uR, AR

n=8
z-plan | . ‘ §-plan
fig 3.5 )
De olika formerna for w(&) blir Iiksom (3.29) och (3.30) 3
' 1 /2m
-m _—2m . -m_ ,=2m smo=2m,
WZ) = R RN Ly A \ﬂ’*dﬁ PTUURES ST s L (336!
-m ,.=2m -m ,~Zm —m, 2m, ' :
1+ CE 2 88 ™ 52\ 2y 5™ ST (12l 5 )
“och ' :
RS o +Yye™, =2m \/ L+2) -m_,-=2m y_xm —2? /m
W) = s [ RIS BT V2 S T BT (28,5 T 5T (3.39;
Xz—xl . ° -
Uttryckens derivata pd kompakt form
_2m .
wris) = 1) -> . (3.40)
5

Viiey 5™ EM M e2 8 5™ 5"2"‘)'

ger &ter spetsarnas lége pd |’

s,Zm -
(3.41)
g, - e'“_(k")/m L k=1, ..., 2m
Sprickrétternas l&gen ges av fdrgreningspurkterna till w(&)
m Y avanmb Fim8y 5
5 =¥, =¥y, =" —
' ' ' (3.42)

¢}
[

|
— arccos Y

1,2 1,2



N

Annorlunda uttryckt

_i[r2i-n-e] /m
Gﬁj—B = e |
O iy " eu[?&\ZJ—l)—eJ /m
J (3.43)
_ i [ruzg-n+e] /m
U4j—| = e 2
o - [K(ZJ-I)+6I] /m .
4j , Jd =1, «..,m

Liksom f&rut inses att XI och XZ &r mdtt pé sprickornas I8ngd.

Om nya beteckningar infoérs

¥ = (¥ ,-¥))/2
(3.43)
A = (B’2+X|)/2
kan dessa uttryckas i p ochA
_ 4
¥ - h(p)+h(Q)
A - _hw)-h@) - (3.44)
, hOD+h(A)

d5r hi(x) = xM+x ™ = 2 cosh (m-Inx)

poAe[1,0)= ¥ € (0,11 ,A €& (-1,1)

Uttrycken for ¥ och ¥, ger Yze(-u] och Y'(:[—I,l). S&rskilt
gdller

I. Om sprickorna &r lika langas, dvs p <A = A = 0 oberoende

av virdet p8 ¥ . F6r n = 2m och
Y =\/-5E : (3.45)

kommer (3.38) och (3.39) att bli identiska med (3.29)
och (3.30). '

2. p>A om A>D och vice versa oberoende av ¥ -

3. p»AX nér A= 1| och ¥=0

4. p<<Anér A=-l och ¥=0

5. p=A> | nér A=0och ¥=0
.da &terfds stjsrnsprickan med lika l3nga armar

6. p+A » | nir A+ 0och¥~o0.

dd aterfds sfjérnsprickan med olika ldnga armar
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[ SRt
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0och ¥ =1

R5 som avbildar en cirkel med

7. }:=;\=in£‘3r A

d& erhdlls Wi}

radien R p3 enhetscirkeln.

Storheten ¥ &r alltsd ett mdtt pd summan av sprickornas l3ngd och A

pé skillnaden. € ur (3.35) cch ¥ ur (3.45) finns inritade i fig. 3.6

B N R el CCOU F

S, -;.‘ IR

B ¢/ j ' A
. ,:‘.‘_‘_T"“g\_____“ [ESR SO

i
.50
. o

: o

2mg 2"

2 .A Y
2 \/(|+23/[5""‘+ 52 (1+2%,5™ £7M) 5o
| "%k

. _ URm__h(u)+h(A)

- (3.46)
2l T 2™ ™™

4 w'(o

T, - ARm h(ﬂ);,h()‘-:q
L Ok 2™ 2™

omp =X, n=2mochmed ¥ ur (3.45) dterfds (3.37) ur (3.46)



3.2.5.

Vinkelsprickan.

Avbildningsfunktionen finns bl.a. hos Darwin /5/ m.fl.

~direkt ur Schwarz-Christoffelintegralen.

sprickvinke! 2«

armlangd a
e
q
r
. z-plan . ‘ -
tig 3.7 plan ' 5-plan
Den kan skrivas ' '
-1 9
WS) = A5 (1-57%) '*54)
-5
<
ddr g = | = 20/, ole(O,M) = q €& (-1,1)
. - .
Dess derivata
- q

w'(3)

Al - 2q5-'+5—2)('—l-;§—_—|')
-5
Sprickspetsarnas lége pd [T ges av
4+, +,
o -4t iV | - q2 - g larccosq | e-.CPO

Sprickrétternas l&ge ges av 5= 2| och konstan*en A av

A - a 1=q )q/"/\/

I+q

NSr o = TU/2 blir q = O och den plana sprickan dterfds.

Vardet pd w"(5) | sprickspetsarna ges av

-2 -1 |+
wea ) = 2as a5 y (22 )

23.

Den kan erhd!las

9

Oy

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)



3.3,

Eftersom aila avbildningsfunktioner i avsnitt 3.2 har for-
greningspunkter pd enhetscirkeln méste de approximeras med

l8mpliga rationella funktioner eller polynom f&r att den komplexa
metoden skall kunna anvdndas och ge en I8sning pd sluten form.

Det enklaste sattet &r att serieutveckla w(§5 och att avbryta ut-
vecklingen efter |&mpligt antal termer. Den sa bildade avbild-
ningsfunktionen wN(s) approximerar den ursprungliga konturen med en
annan som saknar spetsar, dvs w& + 0 nar 5 ¢ 7. F&r att bevara
spetskaraktaren i geometrin krévde Bowie /7/ att wN' = 0 for de
punkfer 0'k pad [" som svarar mot spetsarna. Senare har bi.a.

Bowie /8/ cch Kutter /3/ - /4/ dessutom kravt att w\ (o ) = w'(a)
s& att den approximerade konturen i mdjligaste mdn ansluter fill

den ursprungliga i ndrheten av sprickspetsarna. Detta kan mdjligen

ibland ytterligare férb&tfras genom l&émpligt val av N.

Serieformen f&r avbildningsfunktionerna maste vara

w .
wg) = A§Z ck'e"_k L 15z | (3.52)
k=0

om den-skall konvergera pd och utanfér enhetscirkeln. Pclynom-

approximationen wN(S) blir

N " .
Wy (5) =A‘5Z %> (51> (3.53)
k=0 '
Om origo inte forflyttas blir ¢ = 0 och A kan véljés sd att
€y = |. Detta géller for alla studerade geomeffier. Vidare
kravet att
w,'(o, ) =0
N ko (3.54)
] -
Wy (Gk) wiCa,)

som kan uppfyllas genom I&mpligt val av de sista koefficienterna
vilket Bowie /8/ och Kutter /3/-/4/ gjort. F&rsta delen av (3.54)
blir automatiskt uppfylld cm i sté&llet fér w(5) derivatan w'(%)
serieutvecklas vilket hdr tas scm utgdngspunkt. Formen blir

n K -k
w'(g) = A U"i"u/i') g ck,‘r;. ’ 15l>1.
k=1 . k=0 . : (3.55)

o, 2 gsprickspetsarnas lage p2 [7



25.

For de olika geometrierna erhélles skilda former p.g.a. symmetri-
egenskaperna. Med fo6réndrad innebdrd av koefficienterna {(:kg

skrivs (3.53) for de rotationssymmetriska konturerna

N
w51 = Ag.Z ¢\ 5
k=0

-k B
" resp. 5K, 1512 (3.53)

Det &r ingen skillnad mellan att & ena sidan serieutveckla avbildnings-
funktionen w(5) cch att & den andra serieutveckla dess derivata w'(%)
som i (3.55) i och med villkoret (3.54). Sambandet mellan koefficien-
terna {ck}och{ck'z erhdlles genom direkt integrering term f&r term.
For att avbildningen skall vara konform fordras. att wN'(S) £ 0 for

151 >1 dvs att r&tterna till polynomapproximationsdelen i (3.55)
ligger i I5[< |. ‘



3.3.

Stjirnsprickan med lika langa armar. ,
Symmetriegenskeperna medfér att polynomapproximationen for (3.55)

blir ndgot annorlunda

N-1 :
' _ _ N . —kn
Yy (3) = AlI-5 ) Sy 5 ‘ (3.56)
k=0 '
Med Pochhammers symbol
n
(a) = T (a+k-1)
k=1 .
(3.57)

(a)O_%Vj

kan (3.16) utnyttjas till att ge

et = (kL k-0, N2 (3.53)

Virdet pa cyl, bestams av andra delen av (3.54) och derivering

av (3.56), med

.o

w0, = QLT - » BEERC)
som ger N-2 A
' = - o ' R £
Sy Q/n E k | (3.60)
- k=0 :

Sambanden mel lan {ck}och{ck'} erhdlles ur (3.53) och (3.56)

¢~ (cJ.'_I - cJ')/(jn—l), Jo= 2,00,N=1

= t =
S, © %o |

1 (co' - cl')/(n-l), n> | . (3.61)
Cl=
o . ’ n = |

= 1 -

N CN_I/(Nn ]

Sﬁeciellf fdr stjarnsprickan ges Q av (3.20)

o/n = 22/™! (3.62)

Genom att vdlja N sa att CN:Z och ch' blir s& smd som mojligt gors

approximationen b&ttre. Ur (3.15) framgdr att w(&) f6r n -

= 2 redan &r
ett polynom och serieutveckling &r inte r&dvandig.



3.5.2.

Stjérnsprickan med armar av alternerande l&ngd.
Svmmetriegenskaperna ger som forut WN,(5)’ mY2
N-2 :
- _="2m 1 - —Km )
wN'(§) =A(I-5 ) Z{: 'S5 (3.63)
" k=0
Med den genererande funktionen f&r Gegenbauer- eller Ultrasfériska

oL
polynomen {Ck( ) (x)} , Abramowitz och Stegun /9/ 22.9.3

( it :
N (o
! ] Z ¢, 2k, 1z <
2.0 1 :
(1-2xz+z") k=0 ,
£
‘ (3.64)
déarx>- 1/2, o« %+ 0
ger (3.23) direkt med (3.27)
¢! = ¢ T E™ - H/CE™ + 1), k=0, N0
(3.65)
m % |
Vardena pd cNf_3 och c,'_, bestdms liksom f&rut av (3.54),
med
n -
MOk ) = A0/ O gy
’ . (3.66)
" =
Wy (0‘2k) AQZ/O‘2k
L »
erhalles
N-4 -
N " v o _ '
Cjémn (Q|+Qz)/4m' Zi: Sk
x - k=0
Jjémna k
A _ N-4 :
' - - - ' ) ,
CLaga’ = Q=0,)/4m Z c\ . (3.67)
' k=0 ' .
udda k
index for ¢! = N=3 och N-2
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och sembanden mellan {c, } och {ck'}

cj = (et - /M=), = 2, N2

(9]
"
(@]
I

- cl'/(m—l), m> |

¢, = . (3.68)

0, m=1
_ 1 - -
Syt = s/ (N1 D)
e} \
L CN = Csz/(l\m"l)

Speciellt f&r denna geomefrilerhélles

o Aol
_ I/m 6 + |
Q =m2 ‘[ 7]
: o dsl/m (3.69)
Qq =m Zl/ma [-———'——6 + ' ‘ '
| 28" |
Ur (3.21) och (3.22) framgdr att n&r m = 1|, dvs for den plana sprickan,

ar w() pd polynomform och- nigon ufveckiing inte n&dvéndig.

»

il

Genom att vélja N s8 att ¢, ' , k = N-2,...,N=-5 blir s8 smd som mdjligt

k
gors apprceximationen battre.
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Cirkuiért hdl med lika l&nga radiella sprickor.

29.

Polynomapproximationen fér i detta fall samma form som (3.55)

N-1
-n . ~kn
wN'(§) = All=-&5 ) Ck's
k=0
Med den genererande funktionen till Jacobipolynomen kP

Abramowitz och Stegun /9/ 22.9.1

(3.56)

()}

( -d -p 2 |
(1-z+s(2)) (I+z+s(z)) - za 2-(d+(3)P (e, (x) zX
s(z) k Xz
] k=0 (3.70)
dar s(z) =\/l —2xz+22jZ]<]och A, 3> -
L o
samt (3.30) och (3.31)
, 12/n
“n .
L e — U -y Lies” "V izer 75 (3.71)
Vaci-e) \/1+zeg 5'2”
erhélles .
[ (0,-2/n)
| I ’ - = -
Cy Pk (-€), k=0,...,N-2
(3.72)
n > 2
“och
v n ' .
A =R 2 -2/n n 2/n N
T ? R 2 (u+)"" " /p, n 2 (3.73)
Koefficienten CM—I’ bestéms med (3.59) och (3.60) dar
o/n = 222G Ty, (3.74)
som specialféll upptrader n = | och n = 2, f&r det senare géller
vz = A (-2 |1 14577 (3.75)
= - -— 4 - .
wHZ > 2 "2 7 e a—
Vld'zet "rs
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Med den genererande funktionen fdr Legendrepolynom /9/, 22.9.12

%)
l .
L P (- €2, Tz1<1,Tel<l (3.76)
Vl--2xz+z2 k=0
erhalles
(vl cer e pcer], k0, N2
kT Z k- k A A :
4 (3.77)
c'=1,n=2
ol
Vérdet bé Q bestéms av (3.74) och (3.60) ger CNII' Fér n = |
erhdlles ‘ _
-1 [ S0 astesns e 572
w'(5) = A(I-5 ) —2-(|+“‘§ )+-2— - (3.78)
| \/1+2€5—'+;'2
vilket ger
|
| B, - - - = -
¢! =z [P ,(-€) + (€E+1P_ (-€) + P (-€)], k=2,...,N-2
A Cl' = | (3.79)
co' =1 ,n =1
L

Liksom f&r n = 2 ger (3.74) Q och (3.60) cN'_ . Sambanden mel lan

|
{ck} och {ck'g ges av (3.61). N valjs som i 3.3.1.
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3.3.4. Cirkuldrt hdl med radiella sprickor av alternerande |&ngd.

Pélynomapprcximaficnen far i detta fall samma form som (3.63)

N

. _ _ 2"2m ¢ —km
NN‘(S) =A (-5 77) zz: 'S . (3.63)
k= ’

N

(e}

Uttrycken (3.39) och (3.40) kan kombineras till

ol . =1/2 -1/242/m
( -1 /m —om 1345, £ S, )]
W'z = Ry M-57M (3.80)
A - A/2=1/m
| ) | (5,5,
s - . =m -2m
dars o= le2% 55

Med formler f&ér operationer pd potensserier, Ryshik och Gradstein /10/

s. 14 och uttrycken (3.64) och (3.73) kan serieutvecklingen for w'(35) i
(3.80) skrivas ned. Forst for uttrycket i taljaren

( < '
R V7 R Vo N Z -km
T =5 (S, S a5 ", B>
k=0 '
(3.81)

(Pk(l-X|)+Pk(l—B’2)), k =0,l...

v ]
dar ak =3

v

och dér potentiering av uttrycket T

: km ‘
T = ak'$ , I$l>l N .

Q
0]

9 k .l|; Z(Zj/m-k"\j)ajak_‘i' » k= 1,2, - (3.82)
J=1

i ao' = |

Sedan for uTTryckefrl ndmnaren

o
1/m=-1/2 ‘ ~km v
SISZ = 2{: bk5 S, B>
k=0

= (1r/2-1/m) _ (1/2-1/m)|_ N SR —
1 % ch (= ¥ 2C_; (=¥,), k =0,l... (3.83)
j=0 ‘

m> 2




varpd slutligen (3.80) ger

N-2 '
( ' -km
- - !
w @ = rY M- DL s
, k=0
.
T 1
K ijak-j , K= 0,00 N=d, m> 2
! Jj=o '
och
A=RY "/m_= R[th(p) + h(A))/4] Vm s

F6r m = 2 ger (3.80)

Ws) = A (-5 <s|"'/2 . sz"/z)l
vilket med (3.76) ger

1

k 2

V‘z - ) - = -
c [Pk( Y) o+ P 2{2)] ,.k 0,1,...N-4

For m = | ger (3.80)

W) = AU=5T [L0 o (5,+5,0/(5,5,0' 7]

och med (3.76)

o0
-/2 . -k (
(5,507 = E b5 , 15151

k=0

k

N s ] = - - =
dar b, Z Pj( Xl)Pk_J( 8,0 5 k=0,1,...
J=o

| S S -2
55,50 = 1+ (¥ + ¥ )57 - %

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

32.
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slutligen
( v L 1 . vho! 1 = -
<y AL ¥+ Y001+ bt ], k= 2,..0,N-4
{e¢t'=0 . ' - (3.91)
c ' =1
L O

Sambanden mellan{cé<ach{cé}ges av (3.68) och vdrdena pa

CN13 och Cle av (3.66) och (3.67). For denna geometri ger (3.46)

A , i . [=1/m :
Q, = m ,2/m I}J [h;p) hia)]A e
| Foo | |
4 ' - (3.92)
1=1/m
Q, m 22/m=1 5 fh(u)+h(A)]: o
.o )\m_z-m .

I
he

Med (3.45) aterfds ur (3;85) (3.73) och dessutom med u
och n = 2m (3.74) ur (3.92). N v&ljs som tor 3.3.2;l:
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w1

34,

Vinkelsprickan.

Symmetriegenskaperna ger att polyhomapproximafionen f&r (3.55) far

formen
N-2 )
W '(3) = ACl-295 | . 5 “2, c te K (3.93)
N q . Kk e/:v .
k=0
Med

()

[o0]
— : -— k— -—
(“5I)q:Z CD o)y ¢ -k
k=0 k ‘ (3.94)

| ~l:q & (q)k -k ;
(-5 7= Z M, 2 - et
k=0 '

erhalles liksom t.ex. (3.84%

< Endee ),
c ! = Z . J J k=0,1,...N-4 (3.95)
k (I)J(I)k_.
j=o -
Koefficienterna CNLS och CN=2 bestdms liksom forut av (3.54).
Derivering av (3.93) ger tillsammans med (3.51) och (3.49)
N-2 o
C o 1+q.,9/2, . .
1 - = (—2 -
Z y (<:osk<-|>0 |smk‘Po) (I—q) {sinat icos o« )
k=0 L
) CPO = arccosq , ' -+ (3.96)
qg=1-2ad/M

' ' &
varur cN_3 och cN_2 loses

1 = . _ - - . !
3 [B|S|n(N 2)p Bzcos(N 2)q90] /stnﬁ?o

(3.97)

1, = -IBsin(N-3)P_ - B,cos(N-3)P ]/sin®

CN-2



gér

-

Sambanden

mellan (3.

-

?:
bs

1+qy9/2 _; - '
(l-q) sino ¢, ' coskep
K=0
N-4’ ‘ (3.98)
(_j_*g_)q/Z cose{ - 2 c, ' sinke
I-q" =G k o

mel lan {ck} och {ck'} erhédlles direkt vid en jémférelse
93), (3.95) och (3.53)

- | R ~ ! - - -
(ck_2 2qck_l +c )Y/ (k=1), k=2,...,N-2
c ' =
o
0 (3.99)
- - " - ' -
(cyl5 = 29 ¢ !,)/ (N-2)

- ' /UIN-

CN—Z/‘N 1)

N véljs sd att ¢ ', k = N-2,...,N=-5 blir s8 smd som mdjligt.

35.
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3.4.

36.

Spé&nningsfunktionernas egenskaper. . -

De komplexa spdnningsfunktionerna far for expansionskrafter formen

o0

-k
f,(5) = Z a5
k=0
0
-k
DL oS
k=0

dér fN(é) och gN(B) ar holomorfa for |51 > | .. For de fyra f&rsta

- (3.14)

n

9y 2)

L

geometrierna i avsnitt 3.2 skall spanningstillsténdet vara oberoende
av en rctation ¥, = 2% k/n eller m dér k,n och m &r naturliga tal.
D3 wN‘( 5) = wN'(Ti'el(pk) medfér den fundamentala sp&nningskombina-

+ionen ur (3.5) som skrivs

. ) , el i iy L
o+, =TT aRe {15 /w (5} = 4Re {fN'(s I VANICHY
(3.100)

och dar (r,e) &r poldra koordinater i det fysiska planet att bortsett

frdn en godtycklig imagindr konstant maste gdlla

fN'(s‘-e""k’ - 1,15 , (3.101)

Fol jaktligen kan med en omdefiniering av koofficienterna a, i (3.14)
fN(5) skrivas om fN(OO) = 0.
w .
£(5) = Z a 5!k etler I7km hm s 1 li02)
k=1

Man inser ocksd p.g.a. spénningstillstadndets symmetri kring den reella
axeln att alla { ak} mdste vara reella d3d {ck'} &r det. Detta géller
ocksd for virkelsprickan och det cirkuldra hdlet nar n,m = | men f,(5)

behdl1s dar pd den ursprungliga formen (3.14).
Liknande &verldggningar kan gdras fbrvgN(S).

Randvillkoret som f (57 och QN(§) skall uppfylla pad [ (3.11) lyder

fér expansionskrafter

fy(O) + Wy Cadfy (o) /w ' (T) + gy(0o) = F(o)
(3.103)

F(O) = i jtxnwyn)ds «c
S
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37.

Vi skall nu studera egenskaperna pad [ for fN( %) och gN( 59,

-~ociellt spetsarna pa konturen dér wN‘(g) = 0. Spadnningssingulariteten

4ar 0 ¥ Gy ~ 1/ \/ r vid spetsen p& en spricka z, med for att

f,1(2) ~ I/\/—_z_:z—;. Utnyttjas &vergdngen till bildplanet med avbild-
ningsfunktionen z = wN(Es) och dess Taylorutveckling kring sprickspetsen
dar w,'(G,) = O vilket medfor att w (B) (5-0,)% och w "(5)e (5 -0,),
se t.ex. (3.173), inses med (3.100) att fN'(O'k) ar begrédnsad och skild
frén O. D& spanningarna pd den approximerade konturens rand &r begrénsade
i ovrigt, utom i eventuella kraftangreppspunkter, géller att fN(‘S) ar
kontinuerliig pd [7 ev. kraftangreppspunkter undantagna. Av det
kompiexkonjugerade randvillkoret i (3.103) framdér sedan att spetsar i

den fysiské konturen avspeglas i att gN(§>) har enkelpoler i spetsarnas
motsvarigheter pd [ 5= 0

k
i dessa punkter och ev. kraftangreppspunkter.

varfér g (&) &r kontinuerlig pd 7 utom

For att bestémma storheter som spénningsinfensiféfsfakforer och gas-
volym etc behdvs enbart k&nnedom om fN(<5 ) vilken best&ms genom Cauchy-
integrering av RV.-ekvationen (3.103). gN(é,) kan best&mmas genom

Cauchyintegrering av det komplexkonjugerade sambandet.
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38.

Studium av de singulédra termerna i R.V.-ekvationen.

- Den forsta termen i R.V.-ekvationen (3.!03)fN(0') utgdr randvédrdet pa ("

till en funktion fN(5) som &r holomorf f&ér |5] > | och kontinuerlig pa
7 varfor elementdra satser om Cauchyintegraler kan tillé&mpas direkt.
Bdde andra och tredje termerna déremot har enkelpoler pd [' som foér-
své@rar integrationen.

L&t oss studera Cauchyintegralen av en funktion h(%) som har enkelpocler
pd {7 och vars Laurentutveckling fér |&1| < ! endast har poler i.origo.
h(&S) kan dé& delas upp i tv& delar, dels principaldelen h_ (&) som &ar
holomorf f&r |5 >1 och kontinuerlig pd ' dels den analytiska delen
som &r holomorf fdr |%| < | men ej kontinuerlig pd [ . D& singulari-
teterna pd [' f&iutsattes bestd av enkelpoler i punkterna % =O‘k' kan

fol jande uppdelning av h(5 ) goras.
h($) =h_(5) + i (5)/P(5) ,
dar n . (3.104)
“P(5) TV (S—Gk')
k=1

]

ar ett polynom i & av n:te graden och i,(5) en funktion som &r holo-
morf for |S| < | och kontinuerlig p& " . For att isolera singularitet-
erna gdrs en ytterligare uppdelning av h(&)
i L ST, : - 1S .
h(5)=h_ (&) v ) [i (5)-i (o 0] /rS) L 5T i (o n/PeS)
k=1

n n
k= (3.105)

—

d&r den andra termen i H.L. &r holomorf f6r |5] < | och kontinuerlig pa

[T . K&énda satser fér Cauchyintegraler ger

N .

| [ hiordo 1 o do-

sz gog T T h-(5) g Z WO I ) sreeTs)
ANTSEN kel FLIsi>1 (3.106)

dér integralen i hdgerledet &r singuldr. Om nu I/P(&) partial-

bradks uppdelas kan denna skrivas
i

n ) ) .
| do _ P.‘ | do . .
27 gp(d)(O'—"s) y Z K 2R g(o—akf)(c—s) (3.107)
‘ sy ST :

- Efter ytterligare uppdelning av integranden i H.L. erhalles

I-S do” N .'.I'S‘do- :
= - : (3.108)

i - - . - 1 -0 !

210 (0o G,k’.)(O’ 5) 5-o ' 2mi ) o-0,

msl> o= N T I C AR
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dér den singuldra integralen i H.L. be*rrak‘ras‘ som funktion av 0';(.
I'Drincipalvérde’r existerar och kan enkelt berdknas med Plemeljs formler,

det &r = 1/2. Slutfligen ger s& (3,106)

n ‘ - H B
! h(o)do _ _ L L (3.109)
21 S g-5 = h (5 2n Z |+(Gk)/PF$),-. ’
TN R

L&t den tredje termen i (3.103) gN(O’) utgdra gransvirde pd [T av
funktionen Q—N'(I/(;) dar .

é—u/'p’) = gy {1/8) _ S (3.110)

D& gN(s) ir holomorf for |S[ > | och kontinuerlig pa 7 utom

i punkterna 5=0, s& &r gN(I/'5) holomorf f&r 5] < | och kontinuer-
lig pd {7 utom for §=o ' = I/O'k -CJ'k Den uppfyller sdledes vill-
koren fér funktionen h(S) ovan som ett specialfall vars Laurentut-
veckling fér |5l < | saknar principaldel. S8ledes férsvinner bi-
draget till Cauchyintegralen av éN(_Of frén f6rsta termen i H.L. i

(3.109). En liknande &verl&ggning gérs fdr den andra termen i (3.103) °

med w) ( g)-f " G)/wN'(O') som grénsvérde till funktionen
wN(‘i)'f—,\l_'(l/S)/v-vt\l—'(l/‘B). Principaldelen av funktionens Laurentut-
veckling for 151 < | betecknas med D_(5). Med (3.109) och (3.104)

erhdlles de singuldra termernas bidrag

| 1 o .
i g [wN(O”) SNITIN (0')+gN(G)] =
e, ]
n B
- - D(5)- 3 > Ko IR IR (O')+gN(G)]/P(S)=
et | o=o‘k
PR n - e - [ . - '¢ - - - .
= - D, (5)% 5 > PO [ (00 (O)-FCA]/PBY (5l
v k: 0—=0- =0-' )

k k
dér R.V.-ekvationen (3.103) utnyttjats i sista ledet. D3 alla funk;
'Hor;erna i paren’resén ar kontinuerliga ‘pé [7 utom i ev. kraftangrepps-
punkter och- P{G‘:) = 0 definitionsmdssigt inses att den singuléara
termen i H.L. = 0 och f&ljaktligen att det enda bidrag som de bé&gge
singul&ra termerna i R.V.-ekvationen (3.103) ger vid Cauchvinregrering

av densamma &r principaldelen - 00(5) i (3.111).
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40.

Integrering av randvillkorsekvationen.
Férst definieras lastintegralen AO(€5) vilken beror av lastens férdel-

ning 6ver sprickranden som

| F(o)da '
zmj co5 + 151> (3.112)

f-.l -
Den formella integrationen av R.V.-ekvationen (3.103) ger likt

/2/ § 6.3 och /1/ § 84

ALS) =

fy(5) + D_(5) = = A (5) | (3.113)
dar principaldsien D_(5) av funktionens wN(S)-fN'(I/S)/‘;I;T(I/"S)
Laurentutveckling fér |5l < | innehdller koefficienterna {ak} i
fN(§):S serierepresentation vilket lastintegralen AO(S) inte gor.
Resten av avsnittet &gnas &t att best&mma formen hos Do(ig) medan

lastintegralen studeras i avsnitt 3.5.

F6r konturerna med rotationssymmetri, dvs stjdrnsprickan och det

- cirkuldra hdlet ndr n,m > 1, ger (3.53) och (3.56) nédr sprickeimarna

&r lika langa

. N ‘ . - N ‘

[ ‘ ‘ ~ —-kn 1-Nn . kn e i e
WN(S) = A 52 Ckl; = A5 N .'ZCN_;ﬁ e

) ko - heo (3.114)

L

N-1 N
S kn . kn
' (1/5) = ACI-5 ™) Z ¢ '5 = A E (I-kn)ic, 5
: k=0 k=0

D3 w (5) &r holomorf fér |5]| > | utom i odndligheten blir w ' (1/5)
holomorf fér |51 < | dér dessutom WN'(I/€5) + 0. Utveckling i
Laurentserie for |S] < | av WN(5)/WET(M’9) ger

N Q
: — I-kn I+kn
WSSy = ) a5 D s
k=l k=0
| A (3.115)
N-k ‘,. R ’
= i 2 V ) - |
‘ dk Ck/Co + Z: (jn-1 )dk+jcj/co * k=0,...,N
J=r

b

Derivering av (3.102) ger

& .

— k

f'(1/5) = - E (kn-Da, 5 , I151< | (3.116)
k=1 -
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och slutligen principaldelen

N-1
o | =kn
Do(g) B Z Dkg .
k=1
(3.117)
1 dar :
O, =~ Z (Jn—l)ajdk+J , ko= 1,...,N-1
| jzl
sambandet (3.113) blir
N=-1 _ ‘
fF05) + ;E: 0,5 7K - - A (5 (3.118)
N k2 o .
k=1

dar identifiering av koefficienter f6r & -termer med samma
gradtal ger ett ekvationssystem i {ak} och dar det kd&nda h&gerledet

utgdrs av lastintegralen - AO($ ).

Som specialfall upptrdder den plana sprickan, stjérnsprickan for =
n = 2,vars avbildningsfunktion w (&) 8r ett polynom med N = |
for vilken fc'jljakf‘ligen principaldelen DO(C;.) = 0. Spénningsfunk-
tionen f(5) ges i detta fall direkt av (3.113)

F(5) = = A_(5) : (3.119)

Uttrycken géller ocksd for olika l&nga armar om m ersitter n.

F&r vinkelsprickan och det cirkuldra hdlet ndr n,m = | vilka &r spegel-
symmetriska i den reella axeln erhdlles med V '
N .
[-N k
wy(S) = AL E CN-kz;‘

k=0 - (3.120)

N
- k
wN'(I/S) = A E (l—k)ckg
) k=0

81 jende uttryck for Do(g)

N-3 :
1 _ ' -k
Do) = Z D' 5
) -
Sy dar . (3.721)
" N-k-2 '
f e - i ‘ = -
i Dk Jajdk+j+2’ k l,...N=-3

J=1



it

cambandet (3.113) blir

N-3
-k
1 = -
fN(l;) + Z Dk S = AO(%) (3.!22) 
k=1
varigenom fN(§5) i princip &r bestédmd. | ndsta avsnitt bestéms

jastintegralerna f&r nagra olika fall av expansionskrafter.

42,
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43.

Et1 samband f6r spanningsfunktionen fN(S) har bestamis i avsn. 3.4 for
expansionskraffer p& randen i vilket lastintegralen AO(S) ingar.
For tre olika fall varav tvd uigdr specialiall av det tredje skall

lastintegralen Ao(ﬁ) berdknas, ndmliqgen:

I Ett jamnt fordelat inre dvertryck for alla geometrierna.

2. Centralt angripande krafter som verkar mitt emellan sprickor-
na for den stjdrnformade sprickan cch vinkelsprickan.

3. Ett inre Gvertryck som inte tyller ut geometrin helt for

stjérnsprickan och det cirkulédra halet.

Stjérnsprickan med lika ldnga armar utsatt f8r inre dvertryck har
studerais bl.a. av Westmann /I1/ och Williams /12/ med Mellintrans-
former och Wiener-Hopfteknik och av Kutter /3/-/4/ med Muskhelishvilis
teknik, det cirkuldra hdlet med lika l|dnga radiella sprickor av

Rowie /7/ och Kutter /3/-/4/ med den sista metoden.
Ett jamt fordelat inre dvertryck.

For detta fall ger t.ex. Persson /2/ ex. 18, p &r trycket
F(o) = - pr(O‘) (3.123)

D& wN(s) ar holomorf for I5] > | wutom en pol av forsta ordningen

ndr 15 » oo erhdlles med satser for Cauchyintegraler nér i5{>|

A(B) = p[wN(*’7) - Acof7] , 151> 1 (3.124)



Centralt angripande krafter.
FOr stjérn- cch vinkelspricran pbetrakras centralt angripande krafter

mitt emellan sprickorna, se fig. 3.8 for stjarnsprickan.

o
centralt k+ o1,
F angripande
. \ , krafter
z-plan 5-plan

fig 3.8
De &r lika stora och radiellt riktade. Enligt Persson /2/ § 6.34

blir detta resultatet om F( 0) &r konstant mellan de punkter pa [
som svarar mot kraftangreppspunkterna och i dessa &ndras sprangvis sd
mycket att sprangets storlek svarar mot kraftens belopp. Krafternas

riktningar ges fo6r stjérnsprickan av
ol P L TTH (k=) (3.125)
Angreppspunkternas motsvarigheter pd 7 &r, se (3.26) 5= o~

_ileeenta

o k= 1l,...,n . (3.126)

k

som nar sprickarmarna &r |ika ldnga sammanfaller med (3.125).

P& de olika bagintervallen pd [ ges F(O) av

[ B&ge F(o) - ¢
o o =0 O | 0
n o o |
G‘ o-' - l('Pl
|2 iFe
o _ ifpl i(’Pz
203 iF(e +e )
J (3..127)
n-1
o . O ’ ZiF E ol Pk
n-1 n ‘
k=1
n
0h a0, -iF Z{: e'(Pk =0
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sista ledet i (3.127) foljer av att lasten &r balanserad.

virdet pd konstanten c bestéms av att foérskjutningarna skall sakna
sfelkroppskomponénfer vilket &r fallet om F(O) uppvisar samma
symmetriegenskaper som fN( o), jfr. (3.10}). Med (3.125) och (3.127)

inses att det blir s& om ¢ véljs-

F

c: - sRTe | | (3.128)
Konsfanfen bidrar ej till lastintegralen AO(G ) i (3.112) som bersknas
som ett antal linjeintegraler léngs [

, n %n A
oA - - ~ Z el Pk 05 g,’—f—é C(3.129)

Liksom férut inses att integralens dvre gréns inte bidrar sd att

n

ey - PP ) -
AO(5) * I Z e . In(ak 5) (3.130) .
k=1

Efter serieutveckling av In-termerna for Isl > ] erhdlles med

(3.126) t6r stjédrnsprickan

A Z“') Keos(2km=1)A 52k Z(—I) K in(2km-m-1)4 o ™2k
of Zkm-| 2km-m=1 . v

(3.131)

som konvergerar overallf pa [’ uTom i kraffangreppspunkferna.

Sprickarmarnas langdférhdlliande § bestémmer A , se (3.27)

m .
A= Laresin ¢ L (3.27)
m M|
Nar armarna ar like l&nga, § =1 ger A = 0, s& ger (3.131) med
m = n/2
o0 K .
__ Fn_ (-1) 1-kn
A(5) = T § 5 - (3.132)
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Nsr 18ngdforhdllandet blir litet, §<<{ ger A=-T/2m,
ger (3.131)

m (“l)k 1 =km
AL(5) = - 2Fcos TU/2n - — Z =y | (3.133)

m-

A

0
k=

som svarar mot uttrycket f&r lika 13nga sprickor (3.132) fast halva

am‘élef m = n/2 och en kraft som &r resultanten av tvd F vilka bildar
vinkeln 2 T /n = TU/m med varandra.

F&r numerisk ber&kning av spadnningsintensitetsfaktorerna behdvs

virdet p3 Ao'($) i sprickspetsarna. Derivering.av (3.130) ger

Fm [cos(2m-1)A +cos A‘g_zm]ﬁ_zm— [sin(m-1 )A -sin(m+| )AS—Z"i;—m

A (5= - D _ _
© n . 1+2cos2mA L am 54'“

(3.134)
som ger vdrdet i sprickspetsarna 1'7m,= : 1
om s Fm cos(m=1)A = sin A '
! = = = - . - - a
A (S 1) 5T — cosmA (3.135)

| grénsen nar & <<| resp. S>> giller (3.135) inte da kraﬁ‘éng’repps-

punkierna kommer allt ndrmare de korta sprickornas spetsar.

.

Fér vinkelsprickan ges F(ag) t.ex. av

-iF/2  p& bdgen (0,M)
Flo) = ,_ (3.136)
iF/2 (1,2m)

som medfér for 151 =21, OF x|

o0
™ 5 1 72%/(2k-1) " C(3.137)

A(B) = -
° k=1

A1

och

_ F [
on(s) = ;E. —_— - (3.138)
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3.5.3. Partiellt inre dvertryck.
F&r tvd geometrier bestdms A (5) i detta fall, f6r stjdrnsprickan
med |ika lénja armar dar gasen har ftré&ngt in i sprickorna en godtycklig
brékdel n av sprickléngden och fér det cirkuléra hdlet dar gastrycket

verkar enbart 6ver hdlranden.

partiellt inre overtryck

z-plan z-plan ' 5 -plan

fig 3.9 , _

Lastfunktionen F(0 ) pd de olika bagintervallen pd {7

Bdge . Flo)-—c
l:a obelastade o, O 0
. 2n | :
. ; I - -
l:a belastade 0, O, p [wN( G )-wy € G’)]
2:a obelasfage g, G5 - P [wN(GZ)—wN(ow)]

(3.139)

-1
Tyi-1 92j -p[w(c)w(ch )]pZ[w\l REMC A

1 J:e belastade

J
(j+1):a obel. O'ZJ. o-2j+_l -pZ [wN(O'Zk) - w (o‘zk_l)]
k=1

n:e belastade 0, 0, -p [wN(oﬁ—wN(cr )] -p ZZ:[WN )" wN(oék i)]

Vérdet pd konstanten c ges i detta fall av

N .
¢ = -pA/sinTt/n - I Z (—I)kcksin(kn-l)eol (3.140)

k=0 -

dér ¢ inte bidrar till lastintegralen.
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-.s1va lastintegralen uttrycks,index - betecknar undre intervallgréns

ini int int  j-I

Ry _«.f_.’f_’fZJL Y gy 22
B2 T I G- 5 -)a-5 2Kk ] 0—5
' bel bel alla |
(3.141)
1,4 typer av integraler uppfréder vid berdkningen av Ao(s),
so /10/ 2.112.1 och 2.117.4, n > | och wN(U) ges av (3.53)
( oo _ _
S -
4 . .
: N kn-2 . .
w, (0)do |-k - -j s~ (kn=1-])
i - as 20
5 oo Sog ez 3 o 5L
y k=1 J=1
(3.142)
Vid summering av den undre integralen &ver alla belastade intervall komner
endast polynomtermer o*Jn déar j = 1,2,... att ge nagot bidrag eftersom vinkeln
mallan tvd foljande dvre eller undre intervallgrdnser O‘J. och Uj+2 ar
72 N /n. Utnyttjas (3.53) erhdlles ' ' i
int w, (0)do Lt A =) -in & =(k=J)n
—_ = - c
Zg 5 Z{w 5)in(o-5%) [w (5)- &S] inc +A chZ§ (k~J)n
bel bel : k=2  j=I
(3.143)
Vidare rdkningar ger bidraget fran forsta fermen i(3.141) for [512>1]
och' o+ 0‘:" '
n inB
..l 1 5 e ° -
Ay (5) —_h—{ 51 Wy (3)In [$n+ =0, + nB [w NS Ac 5]
N . .
' . sin(k-jIn6 -
L o) I-jn
chy ck-Z (-1 T % } (3.144)
k=2 Jj=1 ‘ .
Fér den plana sprickan, n = 2 och N = |, ger den Summan I (3*11-1-4{ _
inget bidrag. -
8idraget frdn &vriga termer i (3.141) blir.
n %2k U _
A (5) = —B_ . do_ _ S
025 = 532 Z{WN(O'Zk ) S el L CREAE S
| k=1 Tk A T2k

- (3.145)
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i.wnirgar ger AO(S)
= Eﬁ{”e [, (&) /A-c 5] - W ( ')/Z‘A-vm w
,‘0(5) - T , O "N 9 o N 5 i Sn - e‘in@.
N k-1
. Z:C z: (=1 K sm(kng)szm
k k- j v
k=2 j=I :
(3.146)

. (8] k '

Ei RN P zz (1) cos(kn-1)6 [-kn
+n (-1 cJ.sm(Jn 1)90 P 0 5

£ ny

N (o]
- ~1yd . (-1)Ksin(kn=1)85 « I=kn
nZ (-1 chos(Jn I)GOZ ] 5

RS en form som &r mer anpassad till numeriska berdkningar

Qe :
_ PA ., I-kn yRHI=J sin(k+1-jIn6o
Ao R Z nG oCk Z (- Cj-1 KT
k:

N-k
. e
(-1, 2R,
"L, “k+] J
J=1
) N
on .o tkn=86 . 57 Ly Sincin-1e
kn=1 j-o J° o

N
: kK_. .
_ (-1)"sin(kn=1)86, R P .
n- ] . § (* 1) cjbos(Jn 16, ]

+ termer av gradtal =2 5I—Nn (3.147)

Virdet pa e som uttrycker hur stor del av enhetscirkelns rand som
svarar mot den belastade delen i den verkliga geometrin ges av (3. 33)

och (3.15) for resp. geometrier

I/n-arccos [€ ()] cirkuldrt hal
6 = /2 4 (3.148)
2/n-arcsin( Vi n/ey stjérnspricka

s i wrakontab e AR

T I L A T R PO R S R
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dar (3.35) ger €(p)

€ = - | + Z{QILI)/UfuI)]Z,}Je[I,OO) : (3.35)

| grénsen n&r lasten tdcker en allt stdrre del av randen, n - I for
stjérnsprickan och ) | resp. &€ » - | for cirkuldra h&let medfdr att
0, ~ T/n, ger endast f&rsta termen i (3.14€) nigot bidrag dd de tvé

sista tar ut varandra.

Tim A (G = p [wN(g) - Aco§] (3.149)
60—> /n
vilket Sverensstammer med (3.124). | gransen n3r lasten técker en allt
mindre del av randen och 90<<. | kommer den fj&rde termens bidrag att

dominera eftersom

N .
- - J . s ~ _
S =D cjsin(n=Dg - 8 Z ( |)~'(1 Jn)C --e 1w =Y ——nl/A
j ' Jj=o (3.150)

Om s &r en komplex randkoordinat i z-planet inses att for det

cirkulsdra halet

|wN'(cr)|.|do|=|ds|;-Rsin n/o. (350
Uttrycken (3.150) och (3.151) qgr .
. k '
e _ _ pnRsin®/n (-1 1-kn
dim Ao(*}) T an—l 5 (3.152)
6,20 k=1

som stammer med (3.132) om kraften F ersdtts av ftryckkraftsresultanten
dver en sektor F = 2pRsinTt/n. Ett liknande uttryck kan stéllas upp for

. stjarnsprickan.

. . , . o N _ .
Derivering av Ao(g) j (3.I46) ger om wN' (5 = 1) =0 uTnyTTJas

! n: :.F_)—..— C —J
A, (5 =1 = B { no, Z (kn-1) Z(l)csnane /]

J—-l
N
+n/2 ZE: (ﬁl)ch sinkn8
k=0

. N
+nsinn80/2(l+cosn80) ZE: Ck I— -1 coskneol}

k=0

>

(3.153)
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H

i gransen nar lasten tdcker hela randen 909 T/n ger detta

lim Ao'(s" = 1) = = phAcy | (3.154)

L
eo—> /n

e~m Bverensstémmer med en direkt derivering av (3.149). N&r last-
sibredningen blir liten ©,~> 0 ger rékningar dar (3.150) och (3.151)

stayttjas for det cirkulsra hélet .

npRsin 7t/n ' (3.155)

. n
llon'(9 = 1) = - 5T

6 » .0
O |

som svarar mot (3.135) ndr n = 2m och F = 2pRsin Tt/n.

n

Fér den plana sprickan galler N Il och n = 2, vidare

"
(¢}
"

c
o |

A =a/2 - - ' (3.156)
coseo = \/ 1-7? och sineo 7

(3.146) ger da, jfr t.ex. Ouchterlony /13/

b ‘52+eZIarcsiny
Ao(5) = T‘{a-varcsmq/g- w(g)/2iIn { 52+e-2iarcsim7] +

+ a /Zi!ln =
” [52—21\/|-a7 5 -1

som i sin tur for den helt gasfyllda sprickan ger

A(5) = pa/25 (3.158)

och ndr lastutbredningen blir liten med F = 2pap

o0 'k
__ F - (=) 1-2k . ' -
Ao(g) = n Z ST 5 (3.159)
A k=1
som stdmmer med (3.132) f6r n = 2. Derivatans vdrde ges av (3.153)
med (3.156)

ArE" =) = - pa/Tt . arcsinp g (3.160)

P N R et e T e T

52:2iVi-p%s - ]} (3.157)

W 02
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curigencm dr vardet pd cderivatan i sprickspetsen fdr den komplexa
.oirningsfunktionen f(5) kénd, se (3.119) f5r den plana  sprickan.
v det cirkuléra hélet med en spricka, n = I,och fér vinkelsprickan blir
talastningen inte balanserad pé den approximerade konturen varfér rakning-

-arna inte genomfdrs.

| och med att belasfningsinfegréren Ao(s) &r kand kan nu fN($) berdknas.

st x
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_,...

zampanden 1 3.4- 3 kan sammanfettas pd metrisform. Koefficienterna
{ak} i fN(g) beskrivs med en vekior a som a pricri har formen (cox 1).
53 koefficienterna i serieutvecklingen for Ao(g) som lastvektorn A och

srincipaldelen pd matrisform {D} erhdlles i de olika fallen:

stjarnsprickan och det cirkuléra hdlet for n,m > 1, (3.118)

(fed~10} oy 1 r@a=-A - (3.161)

1]

Den plana sprickan (3.119), N

a=-A ‘ (3.162)
Vinkelsprickan och det cirkuldra hdlet for n,m = | (3.122)
[}« 0) 5 5] "2a=-A | (3.163)

Hir &r {E} enhetsmatrisen. -N&r belasfnlngen utgdrs av ett jémnt fordelat
tryck har eni. (3.124) IasTvekTorn A formen (NxI) nar, n, m> | och (N- lxl)

nir n, m = | som ocksd blir formen fr a.

Sambanden (3.161) ock (3.163) skrivs f&r denna belastning

RS VUL L] SVEFIVIPD B TR Sl VIR
(3.164)
ay =~ Ay
CEED \gines * 10} g3 ] * Byosng = 7 Avsx
(3.165)
3 = = A, k= N-2, N-I
L&sningen till dessa ekvationssyst m ger & och d&rmed f (9) som blir

ett polynom. Uttrycket f&ér den plana sprlckan ar Trnvualf
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fiementen i matrisen{D}i (3.161) ges av (3.117)
—(jn—l)dk+J , jtk &N .
Dyj ~ (3.166)
0 , Jtk >N
och elementen 1 (3.149) av (3.121)°
—jdk+j+2 , J*k £ N-2
Dyj = (3.167)
0 , j+k > N-2
tiar telastningen utgdrs av centralt angripande krafter F, 3.5.2, ges
belastningsvektorns form av (3.130) - (3.133) till (eoxl). Ekvations-
systemet kan d& I6sas p& formen (3.164) V
: . A e
U IS U} STNTOTIS N AN-1x1 ;
&
' (3.168) :
ak'=-Ak,k=N,

Fér vinkelsprickan ger (3.163) ett liknande resultat dér N-I — N-3 i

(3.168), for den plana sprickan ger (3.162) Idsningen. Om belastningen

A

utgdrs av ett tryck Sver en del av randen ger (3.168) lI&sningen for
stjdrnsprickan nér n > 2 och det cirkulédra hdlet ndr n > |. Belastnings-

vektorn ges av (3.147).

Ett alternativ till (3.168) &r att bilda differensvektorn b

@ T At o (3.169)

varpd resultatet blir

[{e} NIV S (o] SVERTOVIRY I TR - VO
(3.170)

b, = 0, k>N-I .

och dar

Bu-1x = 0} oot T Aoxi o aTn

Denna form &r mer l&mpad f&r numeriska ber&kningar om derivatans A'coxl
vdrde i sprickspetsarna har bestémts pd sluten form sdsom i 3.5.2 och

3.5.3.

3



3.7.

3.7.

wu
v

De storheter som &r av intresse ar

l. Spénningsintensitetsfaktorerna
Trolig utbredningsriktning _

Sprickbredden

Gasvolymen

Spanningsintensitetsfektorer och trolig ufbredningsrikfning.'

De ges f&r modus I och Il av f38ljande uttryck, se.Sih /14/ och
Andersson /6/ m.fl.

K = KI--iKII =2 \/21v él¢k/2vlinl\/w(g)-w(zrk)‘f'(s)/w'(;) (3.172)
>0 - : :
7 k
dar @k ar sprickspetsens vinkel mot a-axeln i z-plane+ och Oy spetsens

lage p& " i bildplanet. D& w'( o, ) = O ger en utveckling av w(5) i
g Kk g :

Taylorserie kring sprickspetsen for 151 > 1

WE) = WG+ 5(5-0 )T ) .

(5.173)
w'(G) = (S-O_k)w"(a—k)_ + ..
Dessa uttryck ger som hos Andersson /6/
K=2\n f'(G‘k)/(w"(O‘k)e'd)k)l/z _ (3.174)

Fér de approximerade konturerna g3ller samma uttryck da wN'(crk) = 0.
Stjarnsprickan och det cirkul&ra hdlet ger oy = e'q)k varfér K i dessa
fall blir reell, dvs K;y =0, ndgot som direkt inses av symmetriskal.

Daremot blir K11 ¥ O for vinkelsprickan.

De approximerade konturerna &r ocksd valda sd att w"(crk) = wN"(C§<), for

stjsrnsprickan och det cirkul&dra hdlet mec lika armer ger (3.174)

Kp = 2V - £ (o /ARG, ko= 1,eiun

KII= 0

(3.1753
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otsvarande uttryck nédr armarna &r olika l&nga ger (3.66)
, = T ! =
KI 2\/TC fN ( Oék—!,Zk)/ \/AQI,Z y k= 1,00.,m
(3.176)
=0
‘11

L
¢sr olika index syftar pad de olika ldnga sprickorna. For vinkelsprickan

ger (3.51)

% +i( Q- &) |
K= 2 \[7 £, o, e /Na (3D

dar q>o dr given av (3.96).

Uttrycket for f' ges av (3.14) och (3.102)

) . w .
-kn
1 = -
fN (o) ZE: (i kn)ak_el.k-l a ] (3.178)
k=1

dér a ersdtts av.a _ ndrn = |. Uttrycket géller ocksd ndr n — m.

Om man anvdnder dragspénningshypotesen fér att bestdmma sprickans froliga
utbredningsriktning ¢, i ett sprott material leder detta till att sprickan
8r ben&gen att véxa i den riktning dér den tangentiella dragspénningen &r .
storst. ?s &r en huvudspdnningsriktning, dvs T, = O for Y= ‘?O,och dess

vdrde ges av, se Sih och Liebowitz /15/ och Ouchterlony /16/.

-

2. K;)/4K (3.179)

- 2 atan [(\/KIZ + 8K

o 1]

Nar KIT

radiells sprickor érCPO = O-och sprickan véxer i sprickspetsplanets rikt-

Il

= 0 vilket gdller fér stjédrnsprickan och det cirkuldra hdlet med

ning. 0Den stdrsta avvikelsen fran sprickspefsplane‘r‘?o== 2 70° erhélies
nér 'KIII>> K;-
Sprickans troliga utbredningsriktning kan &ven bestdmmas av att den lokalt
frigjorda elastiska energin &r stérst dar. Detta energikriterium som
Knauss och Palaniswamy /25/-f6reslér ger ockséAgenAkrifiska belastningen
och det &r en mer logisk utvidgning av brottmekanikens villkor for sprick-
tillvaxt &n dragspdnningshypotesen. Enl.’/25/ ger energikriteriet c:a 5%
stdrre vérden pd (Po men dess till&mpning kréver s& omfattande rakningar
att dess anvéndning i stdllet for dragspdnningshypotesen inte anses

motiverad.
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Forskjutningar och gasvolym.

'Férskjufningarna ges av (3.5) for 51> |

i = ) - S I ! -
2G(ux+|vy) aCfN(5) wN(g) fN (5)/wN (5) gN(S) ) (3.180)

_ P& sprickranden ger (3.103)

ZG(UX+lVy)r7 = (b€+l)fN(O') - F(o) _ (3.181)

For stjérnsprickan och det cirkul&ra halet med radiella sprickor

fél jer att den tangentiella deformation i sprickspe}sen ar noll. Uttrycket
kan anvéndas for en kontroll av avbildningsfunktionen wN(S). Om sprickan
tenderar att sluta sig ndgonstans sd att motsatta sidor kommer i kontakt
med varandra géller R.V. - ekvationen (3.103) inte l&ngre. Med hjdlp av
tecknet pé'KI kan man avgdra om sprickspetsen sluter sig eller inte. G5e
Quchterlony /17/.

Uttrycket fér f8rskjutningarna néra sprickspetsen ges av, se t.ex.
Rice /18/.

I L Y T 5o - Ko _sin©0/2(20 42+
u £ 57 [KIcos ©/2(¥-cos¥) KIIanLQ/Z(ae 2+cos 9 )]

(3.182) -

LYy = ‘;v\/—z-%(— [KIs:in ‘P/Z(a("‘COS‘P)—KIICOS(P/Z(X”Z;COS(P)]‘

dér (r, ) &r poléra koordinater kring sprickspetsen, se fig. 3.10

fig 3.10 sprickspetslkoordinater
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rsr plant deformationstillstdnd med A= 3-4Y ger (3.182) for-

skjutningar pé sprickytan dir @ =T

acl-v4y [

(v, ") = = 5 (3.183)

(KII,KI)

Sprickspetsen som alltid har parabolisk form oavsett belastnings-
gezometrin gér ihop nér KI £ 0. FOrutsdttningen fo6r att R.V. - ekvationen
(3.103) skall g&lla och dérmed de berdkningsresultat som presenteras &r

alltsd att K1 > 0.
Volym&kningen ges av, se fig. 3.1l

- randforskjutningar

Avy
- do ‘
ds _

tx r s
s |

z-plan g -plan

fig 3.1 | ' |
. dV = (u cosa + vysind,)LdSI (3.184)

dsr s som forut &r en komp | ex randkoordinaT'i—;:plahéf och X &r

normalens riktning. Med

ds = 1ds) i ' .
(3.185)
ds = !
s Wy (o)do
erhdlles
= - 1 -1 1 .
dV = Re { l(ux tvy)wN (o)do} (37?§6)_

En integrering av detta uttryck runt till@mpliga delar av [ ger
gasens volymdkning V. Uttrycket blir mycket komplicerat utem n8r gasen

tyller ut spricksystemet helt och hillet.
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Jdntegralen runt " toikas d& som en Cauchyintegral med (3.181) och

(3.123)

S 0-5 ,§=o

. Alla koefficienterna i uttrycken f&r fN(S) och wN(S) ér reella, med

' I do ) . -
2GY = 27 Re{’ﬁ—ﬁ"i SF[(?KHHN(O'HPWN(G )]wN’(G)O‘——- § (3.187)

kanda satser for Cauchyintegraler inses att endast den konstanta termen

i k&llfunktionens Laurentutveckling fér |51 < | ger ndgot bidrag.

Fér stjérnsprickan och det cirkuléra hdlet ndr n,m > | ger (3.187),
(3.164), (3.114) och (3.102) ’

.

N .
V = TA/G 2 (1-kn) [(2t+1)a c, rpAc, *] | (3.188)
k=0
Fér vinkelsprickan och det cirkuldra hdlet ndr n,m = | ger (3.187) med

(3.165), (3.120)och (3.14)

N

- - . 2

V = TA/G Z (=K [(aeDra, e + PAC, ]
k=0

" -0 (3.189)
dar 35,3 =

\

Gasvolymen kan ocksd berdknas med spdnningsintensitetsfaktorerna. For

stjérnsprickan erhdlles, se Ouchterlony /19/

a

v, = 2n(l~v2)/pE-S K;%(a)da - (3.190)

(o]

och med olika langa. armar

<<
[}

. a .
2m(|-v2)/pE'g [Klaz(a) . S-KISaz(a)] da

. )

) : (3.191)

on
n

konst.
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Fér det cirkuldra hdlet med radiella sprickor kan sddana uttryck ocksd
stallas upp men dd KI(p) inte 3r k3nd kan integrationen inte genomfdras.

Fér vinkelsprickan erhdlles

a
vV, = 4(r-y2)/pE-S [KIZ(a) + K

o

2
I1 (a)] da (3.192)

Det gemensamma fdr stjérnsprickan och vinkelspricken &r att Tillvéxfeﬁ
sker geometriskt |ikformigt sa att dels KI(a) beroendet &r k&nt och dels

sprickans begynnelsevolym &r noll.

Uttryeken (3.190)-(3.192) kan jémf&ras med (3.188)-(3.189) och ger da

ett md+t pd hur val verklig och approximerad kontur stémmer med varandra.
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3.8. Nagra enkla geometrier_som_referenstil]sténd.

For att géra berdkningsresultaten Sverskddliga kan man preseﬁfera jem pa
dimensionslds form men innan valet av referensgeometrierdiskuteras.skall
en hypocykloidspricka studeras n&rmare. R&kningarna pé den b!ir mycket
enkla dd det &r den enklaste approximaticn av stjdrisprickan som bevarar
spetsarnas karaktar, w'(tTk) = 0. Den bdr ge en uppfafttning om hur mycket

‘sprickrandens utsesnde pdverkar spénningstillsténdet i scrickspetsen.

3.8.|.> Hypocykloidsprickan.

Denna spricka beskrivs av en punkt pd periferin av en cirkel som far rulla
inuti en annan stérre cirkel nér storleksférhdllandet &r ett heltal n,

se Muskhelishvili /1/ s 177-78.

hypocykloidsprickan

fig 3.12

Avbildningsfunktionens derivata wh'(a) ges av (3.56)

W '(B) = A (-5 O (3.193)
Med villkoret w (i) = a fas
W (&) = as/n[(n=1) +5"] , n > 2 (3.194)

dér den plana sprickan, n = 2,ar ett sirfall.

Den komplexa spénningsfunktionen f(B) ges scm f&r den plana sprickan
av (3.119)

f(s) = - Ao(g) "(‘3.ll9)
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car hypocykloidsprickan gdller N = | och med
c =1-=-1/n
o ,
¢, = 1/n (3.195)
A =23

cer (3.153) och (3.119) f6r ett partiellt inre dvertryck

£105"=1) = pa/Tini=1/m)8, ' (3.196)

Vinkeln eo uttrycker lastférdelningen och 1) definieras |iksom for
stjarnsprickan som deh brékdel av bdgldngden &ver vilken trycket verkar.

Raglangden S, ges med (3.185) av

s, - fldsl =J|wh'(eie)l 0 (3.197)
S

Sambanden (3.193) och (3.197) ger

- TYn+o
‘ © . ne
5 (6,) = 2all-1/n) S sin = d8 (3.198)
7Vn—6o
Med 1 enligt definition
7 =S, (8,)/S, (m/n) | | (34199
erhdlles |
8, = 2/n-arcsing : (3.200) .
som ger med (3.196)
f'(5n=l) = 2pali-t/n)/T -arcsing (3.201)
D3
Lw, " (g =] = anCi-1/n) (3.202)

ger (3.174) f6r n > 2

KI/p \/ Tla = 2 \/n-l/n'Z/T&*arcsinl? (3.203)

-
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F5r den helt gasfyllida sprickan, n = I,ger detta, n > 2

Ko\ Tia = 2\ n-1/n ' (3.204)

och fér en dér lastutbredningen blir allt mindre 2b

0 = 20b/S, (0) = bn’/4aln=1) (3.205)

ger (3.203) om F = 2pb och n > 2

KI/(F/ nta)= n/2\/ n-l (3.206)

Uttrycken i H.L. i (3.204) och (3.206) blir bdda ett for den plana
sprickan. En jémforelse med |itteraturvérden for den fyrarmade stjarn-
sprickan, se Rooke och Sneddon /20/ och Stallybrass /21/, fér inre Over-

tryck

KI/p\/ Na, hypocyk!oid = 0.8660
(3.207),

KI/p Tta, stjérnspricka = 0.8636

ger mindre &n 3%o avvikelse. En jémforelse mellan Westmanns /11/ och
Williams /12/ virden och €3.204) tyder pd att Sverensstdmmelsen &r |ika
god for alla varden pd n. D& f5rhdllandet mellan stérsta och minsta av-
stdnd till origo &r n/(n-2) fér hypocykloidsprickan kan man forvdanta att
resul faten for det cirkuldra hdlet med lika ldnga radiella sprickor inte

avviker nimnvart frén stjérnsprickans sd lénge som

= Fo = n/(n-2) , n > 2 (3.208)

Fér centralt angripande krafter férvdntas inte lika god dverensstammelse.
Om kraften beriknas som resultaten till eftt tryck som verkar Sver en

sektor i ett cirkuldrt hal

F = 2pR sin ®/n : ‘ g (3.209)
blir uttrycken i (3.204) och (3.206) jémfdrbara

Kl/p\/ Tta = 2\/ n-1/n ~ 2/\/-;-~
K/ 2pR/A\[ma) = n sinfn/g/2\[ n-t ~n/2\[n

"(3.2i10)
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men KI(n) bér uppvisa samma principiella utseende som for hypocykloid-
sprickan.
Referensgeometriers

Den plana sprickan &r en mycket k&nd geometri och f&r stjarnsprickan

och vinkelsprickan &r den ett naturligt referensfall. Fér det cirkulédra

‘hdlet kan olika referenser anvéndas. Lémpliga Zr den plana sprickan och

stjdrnsprickan f&r spénningsintensitetsfaktorn samt den plana sprickan och
och det cirkul&ra hdlet utan sprickor fér volymen. For den plana sprickan

galler

! p\ 1ta " allm. inre Overtryck
KIO'= F/\/ ta = 2pR/\/ T\a ‘centrala krafter (3.2t 1)
2p\/ aﬂvG;Tarcsin(7 - partiel It &vertryck

Gasvolymen f&ér den helt fyllda sprickan &ar

v = 2M0-vZ)pa’/E (3.212)

och volymdkningen f&r det cirkuldra halet

Vl =27 (l+‘V)pR2/E (3.213),

Det faller sig'ocksé naturligt att jémfdra uttrycken for vinkelsprickan

med cirkelbdgsprickans virden, se fig.3.l3.

RtanR%a

cirkelbagsprickan

och vinkelsprickan
fig 3.13

For jamidrelsen i fig. 3.13 géller o = 7T(/2 - {® och a = RTan(S,

dd gdller med Ouchterlony /17/ for den helt gasfyllde cirkelbégsprickan

. . . 2 i B/2 -
(KIMKU)/KIo = Vcosp /" Lin®@2/2)-e e } (3.214)



P

och

V/VO = c052(3 /(I—sin4(3/2)

For centralt angripande krafter daremot

. 2
i . I A 1-3sinP/2
(Kp tKII)/K

+;___§_£.r.l_{_3_._

I 7
© \[C'o_'s? l+sin“ (/2

l+sin’@ /2

65.

(3.215)

(3.216)

e

Ws At
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3.9. Explicita dimensionsl|&sa_uttryck,

3.9.1. Jémnt férdelat inre overtryck.
Lastfunkiionen kcmmer att innehdlla en faktor pA, se (3.124) som skiljs
frén ekvationssystemen (3.161-163) genom att gdra koefficientvektorn

dimensionslos

a_ = a/pA (3.217)

For stjdrnsprickan med lika l&nga armar erhdlles pé dimensions|ds
form med (3.19), (3.62), (3.175) och (3.211)

: V2R ol oV R
KI(n)/KIo Kl/p na = \/2/n 2 fon ' (D)

(3.218)
n2
och med (3.19), (3.186) och (3.212)
_ ,=4/n :

V(n)/VO =2 SN(n)/(l— V) , n2>2 (3.219)
dér SN(n) ges av (3.188)och (3.189). N = | fo6r den plana sprickan.
For det cirkuldra halet ger (3.73) och (3.74)

K (p,nd /K= \/2/n plampxy2/n \ o tl g )
I Io n n oN
: M JINRg
1 ‘ (3.220)
= S
KIO p \VTuR, n |

Denna kontur |iknar stjarnsprickan ndr y >> 1, med 4R = a &terfds

dd (3.218) ur (3.220). N&r sprickorna blir smd J - | ddremot inses att

KI-a 0 da foN'(ES) ar begrdnsad. Med spricklé&ngden a << R och
Ho= 0 a/R ger (3.220)
+ 1
KIgp,n)/p Tia = 2.ON (1) (3.221)

Fér voiymen ger (3.73)

_ ,=4/n ut+1 . 4/n _
V(y,n)/Vo = 2 (——7;-) SN(n)/(l y)
1
(3.222)

Ml NI ")_4/n I..n.|\4/n /..2 < (n)
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yar sprickorna blir lénga, p>> 1, aterfds (3.219) ur dvre sambandet.

;xr korta sprickor tar det undre vdrdet ett, f6r lénga blir det obegrénsat.

csr stjarnsprickan med olika Ié&nga armar ger (3.27) och (3.69) f&r resp.

o

och

B&da
§ -

KI]( 6,m)/l<IO

rmar

1

Klg1 = PV Tta

K (S,m)/KIo2 =\/1/m 2

Koz = PV Ttéa

. ,
B | /m Zl—l/m( 8 ;I)l/m-l/Z

I—I/m(6m+l)|/m—l/2

26"™

foN

'
fON (0})

(3.223)

'(CTZ)

(3.224)

uttrycken ger (3.218) med m = n/2 n&r armarna blir lika langa,

I. N&r & 0 blir det undre uttrycket 0(§

(3.218) fast med halva antalet armar n

V(S ,m)/V =2
o 2

Uttrycket ger (3.219) ndr & =

fér den plana sprickan ddr a = a(l+&)/2.

-2/m(‘6m+1)2/m

m/2-1

) och det dvre som

= m. Volymen ges av, m > |

SN(m)/(I-'V)

I. " Nar m = | ger

(3.225)

(3.225) uttrycket

Fér det cirkuldra hdlet med olika langa armar ger (3.85) och (3.92) for

resp

. armar

K Qs A,m/k =\ 1/m 2

KIo] ) p.V TR

L=1/m [

h(p)+h(A )

2

1 /m=1/2 —
] \/}Jm_}u méu.fON'(aw)

(3.226)
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ach
(o, A ,mi/Ky o = \[1/m 2! 1/m Rl h(d ) I/m-l/z\/hm—A’m/?\-f "a)
Kig o2 M/ Rygp = m S oN' (%
) (3.227)
K02 ° p\/ AR
.

som for j = A i bigge fallen ger med n = 2m ekv (3.219). Nir A - |
blir det undre uttrycket noll och det dvre ger (3.219) for halva antalet

sprickor n = m. Volymen ges av

_ .\ 1 2/m
Vip, A,mI/V_ = 2 2/’“[“‘ J+h(2 ’] S (m) /(1= V)
o : m N
2 .
(3.228)
* .
» ‘ 2/m
Vi, AL/ - 2‘2/’“[“‘ );h(a ’] .5y m)
L .
som n3r u =A ger (3.222) med m = n/2 och nir endera y eller 3 - |
ger (3.193) med halva antalet sprickor m = n.
For vinkelsprckan ger (3.51)
[ — _ =g, a/2\/, 2 r H{Po-0) . .
K(o()/KIO = (T+Ti) I-q~-e foN (O’l’z) |
. (3.229)
.i
Ko = PV T2
och
_l o dmaa, 2, . _y
V(GU/VO 7 g )/ Cl-97) SN(I)/(I V) (3.330)

vilka bdgge antar vdrdet eftt ndr o = TN/2 dvs q = O
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Centralt angripande krafter.
Jenna gang kommer tastfunktionen ail innehdlla en fektor F, se (3.150-5%)

— [~
varfor K o« p \/ A. Med dimensionslds koefficiaentvektor

& = a/(F/2m ) (3.251)

erhdlles for stjérnsprickan med lika idnga armar

K (/K = K/ A Tta) = \J2/n ¢ )

(3,232)
K () /(2pR/N TLa) - 2/n sin 7{/n fog' (D)
och fdr den med olika lénga armar resp.
m
. +1.=1/2
KI](S,m)/gIO] \/ 1/m (é~§-) fon' (o))
(3.233)
KIO] =F/\{ Ta
och
{ 8Tt ~1/2
= o !
KIZ(S,nO/K102 I/m.(zé'“) fon' € T2)
ﬁ (3.234)
i K102 = F/\/néa

vilka for & = | b3da ger (3.232) med n = 2m.

Fér vinkelsprickan erhdlles slutligen

(@ -a)

— - ' :
1 K/KIo e foN ((TI,Z) (3.235)
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Partielll inre Overtryck.

Normaliseringen av koefficientvekforn blir sarma com (35.188) ‘och fOr

stjsrnsprickan med |ika 1dnga armar ger (5.218)

. . N2 [ L1=2n )
hI(n)/K[O arcsh{q 2/n 2 foN (1)

: (3.236)
Kip = P \/ Ta 2/N -arcsin” i?é(O,i] och n =7

ur vilken (3.218) &terfds nér gasen fyller ut sprickan, n =1.(3.232) kan

daremot inte harledas direkt ur (3.236) utan (3.217)och (3.231).

S&som ovan ger (3.218) for det cirkuldra hdlet med lika ldnga radiella

sprickor

r K, ( )/K, = T/2- arcsi —l(|/ N/ 2/ 2'“2"(2211)2/0 LJLLL £
[tHen Io , n H n Pn Fn+| oN

3 (3.237)

Ko = p\/11yR 2/T\arcsin(/p),pell, c0).

som for mycket korta sprickor, p — | aterger (3.221). For 1anga

L

sprickor, j = o0 &vergédr det i (3.236) med p = I/n.



71,

Numerisk berdkning och resultat.

Inledning.

Alla numeriska berdkningar har genomférts pd en IBM 130 dator vid
Atlas Copcos centrala systemlaboratorier ZD. Karnminnesutrymmet &r
begrédnsat till 8 K varfdr stdrre matriser &n c:a 30x30 inte kunnat
anvdndas. Antalet fermer i den approximerade avbildningsfunktionen
wN(g) har harigenom begransats till 3| st. svarande mot Nmax = 30.
Detta betyder att den approximativa konturen ibland avviker mérkbart
fran den ursprungliga, sérskilt om vinkeln mellan tvd nérliggande
sprickor &r liten dvs. stort antal eller om f&rhdllandet mellan
sprickldngderna mérkbart skiljer sig frédn ett. D& avvikelserna i
konturen &r stdérst kring de punkter dér avbildningsfunktionen w(&)
har férgreningspunkter och den approximerade avbildningsfunktionen
wN(g) mad avsikt valts sd att konturens karakt&r bevarats i sprick-
spetsarna, se avsnitt 3.3., medfdr detta att spdnningsintensitels-
faktorns Kl eller KII vadrde f&r ett jamnt fSrdelat inre overtryck
padverkas mindre &n vérdet fér centralt angripande krafter eller

partiellt inre dvertryck.

Vad betrdffar gasvolymen V kommer den som berdknad ur sp&nnings-—
intensitetsfaktorerna normalt att ge ett hdgre vérde &n det som be-
rdknats ur linjeintegralen over randférskjutningen d& den ideala

konturen har en stdrre belastad yta.

Innan de egentliga berdkningarna genomfdrts har dels kontrollerats
att waQ5) + 0 for 151> | for nagra parameterkombinationer for varje
konturtyp enl. avsnitt 3.2, dels har de approximerade konturerna upp-
ritats i ett antal fall.

Nédgra ex. finns redovisade i fig. 4.1-4.14.
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Berakningen av koefficienterna { ck} i wN(§5 har lagts i ett antal

subrutiner medan huvudprogrammen omfattat:

a.

b.

Berdkning av matriselementen till matrisen { D}

vilka enbart beror av {ck} , se avsnitt 3.4 och 3.6.
Berdkning av elementen i lastvektorn A, se avsnitt 3.5
och 3.6, beroende pd typ av belastninag. '

Berékning av koefficienterna {a i den komplexa sp&nnings-

}
funktionen fN(s) genom |8sning :v ett ekvafionssysfem,
se avsnitt 3.6.

Berdkning av spdnningsfunktionens derivata fN'( ok) i
sprickspetsarna, se avsnitt 3.7.

Berdkning av spé&nningsintensitetsfaktorer K1 och KII’

trolig utbredningsriktning ¢ och gasvolym V, se avsnitt 317,
o : Y

pd den dimensions|dsa form som ges i avsnitt 3.9.

Befékningsf?den for ett fall kan uppskattas till c:a | min ndr N = 30.

Resten av avsnitt 4 kommer att &gnas 3t presentation av och diskussion

kring de numeriska resultaten for fbljande fall:

Stjérnsprickan med I|ika léngavarmar under utbrett inre
6vertryck.

Det cirkuldra hélet med lika I&nga radiella sprickor under
utbrett inre overtryck.

Stjérnsprickan med lika l&nga armar och centralt angripande
krafter. 7. - -

Stjérnsprickan med armar av alternerande !&ngd under utbrett

" inre dvertryck.

Det cirkuldra halet med radiella sprickor av alternerande
ldngd under utbrett inre &vertryck. '

Stjérnsprickan med armar av alternerande l&ngd och centralt
angripande krafter.

Det cirkuldra hdlet med Iika lénga radiella.sprickor under
inre dvertryck pd enbart halranden.

Vinkelsprickan under utbreti inre Overiryck.

Vinkelsprickan med centralt angripande krafter.

Med resultaten i avsnitt 3 &r det ganska enkelt att g¢3ra motsvarande

réakningar for ytterligare gecmetricr.
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Fig 4.1 Stjarnsprickan med lika langa armar.

n=4
N=30

*

Fig 4.2 Som ovan.
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n=8
N=20

+

Fig 4.3 Som fig 4.1.

b3

Fig 4.4 Som fig 4.1.
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*x

n=4
N=30
u=11

Fig 4.5 Det cirkuldra halet med lika langa
radiella sprickor.

n=4
N=30
u=2,

¥

Fig 4.6 Som ovan.
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Be



n=4
N=30
b3
Fig 4.7 Som fig 4.5.

n=8
_ N=30
! : .JJ=2.

R

e R H -

o

Fig 4.8 Som fig 4.5.
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ba N=30

Fig 4.9 Stjarnsprickan med armar av alternerande
langd.

=8
N=30
6=2.

 d

Fig 4.10 Som ovan.

77.



X

AR \ =2.0

uR

Fig 4.11 Det cirkulara halet med radiella sprickor

av alternerande langd.

o

AR \=3.0

uR

Fig 4.12 Som ovan.
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N=30

Fig 4.13 Vinkelsprickan.

x=60
N=30

Fig 4.14 Som ovan.
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For detta fall har dels spanningsintensitetsfaktorn K; berdknats ur
(3.218) dels gasvolymen V ur (3.219) och (3.190). Resultaten dr dimen-
sionsldsa med den plana sprickan som referensgeometri . Med (3.218),
(3.219) och (3.190) samt (3.2!1)-(3.&]2)

| KI(n)/KIo , KIO =p\/1a

)
K (n) =

LV (n) = V() v o= 2nt-v2ipalse 4.1
o) o ’ o -

i vk(n) =. Vk/Vo

| tabell 4.1 vises hur k,(n) och vy (n) beror av avbfldningsfunkfionens
gradtal N. | tabell 4.2-4.3 och fig 4.15-16 visas k|(n), vo(n) och vk(n)
tillsammans med motsvarande uttryck fér hypocykloidsprickan enligt (3.210),
k,(n) =2\ n—}/n och numeriska vdrden frén Stallybrass /21/,Rooke : och
Sneddon /20/ och Williams /12/. Med hénsyn till konvergensen har valts

N = 20 samt VY = 0.25.

Avbildningspo]ynomef behdver endast innehdlla ett fadtal termer fOr att
spdnningstilistandet skall &terges med god ncggrannhet, det visar tabell
4.1 och &verensstémmelsen med hypocykloidsprickans varden i tabell 4.2.
Dessa avviker aldrig mer Sn.4%o och avvikelsen minskar med &kande n.
Maximum intrdffar ndr n = 6. Overensstémmelsen med |itteraturvdrdena &r

adnnu battre.

Utnyttjas (3.190) och hypocykloidsprickans vérde p3 kl(n) inses att for
stora n lim vk(n) = 2, liksom (3.188) for hypocykloidsprickan medfdr att

Lim v_(n) = ¥ /¥ = (1= yl - 1,33 f5r v = 0.25.

Jamfdrelsen mellan Vi och Vo visar att avbildningspolynomet v&l. beskriver
stjsdrnsprickan f6r n £ 5 i den meningen att skillnaden &r 1% eller mindre.
Med véxande antal sprickor blir skillnaden mellan ideal och approximerad
kontur allt sémre, se fig. 4.16 och de approximerade stjérnsprickorna i

fig. 4.1-4.4,
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Tabel | 4.!: Konvergensen hos k|(n) och vg(n) mot avbildningspolynomets
gradtal N.
N 6 8 10 I5 20
ki€ 4) | 0.86357| 0.86358| 0.86356 | 0.86355 | 0.856354
kl(l5) 0.49745] 0.49732 | 0.49732
vok 4) I.4690 [.4758 1.4794 /.4838 l.4858 .
v (15) 1.6009 | 1.6293 | 1.6469

Tabell 4.2: Den dimensions!|&sa spanningsintensitetsfaktorn kl(n) mot
antalet sprickor n for stjarnsprickan under utbrett inre
6vertryck samt |itteraturvdrden frén /12/, /20/ och /21/.

n 3 4 .- 5 6 8 10 12 I5 20
k'(n) 0.9415| 0.8635 | 0.7972 0.7425 | 0.0589 0.5978| 0.5509 | 0.4973 | 0.4347 -

2Vn-1/n 0.9428 | 0.8660 | 0.8000 | 0.7454 | 0.6614 1 0.6000 0. 5528 0.4989 | 0.4359

/12/ 0.942 | 0.864% [ 0.798 |0.742 | 0.659

¥ /20/ och /21/ anger vérdet 0.8636.

Tabe!l 4.3: Den dimensionslsa gasvolymen v (n) och vk(n)>mof antalet sprickor n

for samma fall som ovan.

n 3 4 5 6 3 10 12 15 20

o~
(69}
ul
o

Vo (n) 1.3239 | I. 1.5726 | 1.6220 | 1.6652 | 1.6732 | 1.66566 | 1.6409 | 1.6100

vk(n) 1.3296 I.49I4*'I.5888 1.6540 | 1.7367 | !.7869 | 1.8208 | 1.8549 | |.8893

* /20/ och /21/ anger samma virde.
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4.3. Bet cirkuldra hélet med lika_lénga radiella spricker under utbrett

Dels har spdnningsintensitetsfaktorn KI ur (3.220) dels dkningen av
gasvolymen ur (3.222) berdknats pé& dimensionsids form. Den plana sprickan
ar ater referensgeometri y volymen jamférs dessutom med det cirkuldra

hdlets volymdkning Vy ur (3.213). Vi har

ko) = KpGu,m) /Ky, Kyoo= p VTR

2T~y 2 R /E (4.2)

I

vo(p,n) = V(p,n)/Vo , VO

v n) = VOLAL 2 T 1+V)pRE/E

I tabell 4.4. och 4.5 visas hur k‘(p,n) och vl(p,n) beror av sprick-

[}

léngd och antal. Avbildningspolynomets grédTal har valts otika beroende

péd konvergensen.

lAfig. 4.17 finns kl(p,n) som funktion av f&rhdllandet mellan sprick-
spetsavsténd och hdlradie p, kortare uttryckt sprickléngden med antalet
sprickor n som parameter. Ur tabell 4.4 framgdr som vintat for stora
sprickladngder att lim kl(p,n) = k'(n) for stjérnsprickan, vidare att

osdkerheten i vdrdena f6r stora p sitter i 3:e eller 4:e siffiran medan for

3 = 1.05 och !.10 och smd n avbildningspolynomets gradtal skulle behdva
vara 3tskilligt stdérre fér att uppnd samma noggrannhet. Se t.ex. vérdet
k, (1.05,2) och fig. 4.19. .Véardena f6r p = |.05 borde rimligen vara lika

I
féor n £ 10 dd avsténdet mellan tvd sprickspetsar &r mer 8n 6ggr den verk-

liga sprickidngden (u-1)-R, dvs. stort i St Venants mening.

Fér sma sprickor, p-l << |, né&rmar sig kJ(p,n) kurvqrna _asympTdTiskT
vardet for en kort tryckbelastad kantspricka i en pldt under lika stor
enaxlig draéninq, sd att klgu,nlfN 2-].]2-Vrrfi77i?oberoendé av n ndr
p — 1. Se t.ex. Bowie /8/. Rurvan k,(u,1) utgdr.ett sérfall, for stora
p liknar geometrin alltmer en plan spricka med l&dngden uR varfor
Limk, (u, 1) = 1/ \2'= 0.7071 ndr p » oo .

F6r att se hur uppskattningen frdn hypocykloidsprickan av vérdet pd sprick-
langden p_ nar hélet inte ldrgre pdverkar sp&nningstillsténdet jémfdrt

med stjdrnsprickan har k'(p,n)/kl(n) ritats in i fig. 4.18. Kvotens vdrde
ar for alla po(n) ett med den noggrannhet de numeriska vidrdena medger.

Man ser ocksd att k|(P'n) med Okande antal sprickor allt snabbare ndrmar

sig stjédrnsprickans vérden klfn).

| fig 4.19 dar k,(y,n) avsatts som funktion av antalet sprickor- syns

osdkerheten i virdena f6r smé n hdr p = 1.05 och 1.10.



Jamférelsen med Bowies /7/ vérden ger &verensstimmelse s& 1&ngt den -

numeriska noggrannheten medger baddmning.

Volym&kningen, vo(p,n) och vl(p;n),finns inritad i fig 4.19 och 4.20

som funkiion av sprickidngden. Man inser att nar H = | sa géller

lim v (pon) = (=971 < 133 f6r ¥ = 0.25 och lim v, (u,n) = | liksom att
for stora p géller lim Vo lp,n) = vi(n) ur (4.1) och v (pn) ~ pz.

Fig. visar att vdrdena pd Vo och vy ér mycket osdkra for ett litet antal
korta sprickor |iksom j&mférelsen med vk(n) visar aft detta &ven gé&ller
ett stort antal I3nga sprickor, jfr. skillnaden mellan vk(n) och vo(h)

for stjérnsprickan 1 fig 4.16.

For korta sprickor 8kar volymen mindre med &kande sprickl&dngd fér det
cirkuldra halet med radiella sprickor an f6r motsvarande stjérnspricka,
vo(p,n)har ett minimum. nér n=2 . Det beror pd att gastrycket p& hal-
randen motverkar sprickornas tvdrdeformation s3 l&nge spetsen &r n&ra hdl-
randen. FOr stora vdrden pd M oblir hdlets inverkan fdrsumbar och v&rdena

fér stjérnsprickan ger beteendet.

v
.



Tabell 4.4: Den dimensionsl|dsa spédnningsintensitetsfaktorn kl(p,n) mot
sprickléngd p och antal n f&r det cirkuldra hdlet med |ika
ldnga radiella spricker under utbrett inre Svertryck p.
K, (g,n) | .
N-30 N=20 N=10
n K .05 I. 10 .20 .35 .50 1.75 2.0 3.0 /J»lO
| 0.4774 | 0.6236 | 0.7407 | 0.8278 | 0.8540 | 0.8687F | 0.8672% | 0.8346 | 0.707]
2 0.1948 | 0.5532 | 0.7471 | 0.8488 | 0.9015 | 0.9448 . 9660 .9926 | 1.0000
3 0.4500 | 0.5870 | 0.7498 | 0.8503 | 0.8960 9273 . 93717 .9422 | 0.9415
4 0.443* 0.5968 0.7416 | 0.8249 | 0.8535 | 0.8545 . 8648 .8630 | 0.8635
5 0.4580 | 0.5968 | 0.7253 | 0.7858 | 0.7979 7979 . 7964 . 7967 | 0.7972
6 0.4414 10.5918 | 0:7035| 0.7416 | 0.7437 | 0.7413 .7410 .7424 | 0.7425
8 0.4485 | 0.5749 | 0.6511 | 0.6594 | 0.6569 6573 . 65384 .6590 0.6589
10 0.4472 {0.5537 [ 0.5930 | 0.5957 .5956 | 0.5974 . 5978 .5979 | 0.5978
12 0.4419 | 0.5296 | 0.5511 | 0.548l . 5497 . 5509 .5510 .5510 | 0.5509
15 6.4296 0.4919 | 0.4952 | 0.4957 .4971 . 4974 .4974 .4974 | 0.4973

o Vérden for pu».l ur tabell 4.2

"1 Svarar mot en h&lften sd lang

for stjérnsprickan.

spricka som ndr n = 2.

Ao revas v .



Tebell 4.5:

Den dimensionsldsa volymdkningen vI(P,n),'vo(y,n) mot
sprickléngd p och antal n for det cirkul&ra h8let med lika
 langa radiella sprickor under utbrett inre Svertryck.
vl(y,n)
N=30 N=20% N=10
L os o 20 135 | 150 175 | 2.0 | 3.0 [p»©
| 2.98 |4.13 | 1.557 | 1.430 | 1.270 | 1.484%| 1.765%| 3.150 | ~p2
2 2.45 1.25 . 119 <311 1 1.555] 2.071 2.716 6. 329
3 1.027 {1 1.084 ] 1.170 .450 | 1.820 | 2.577 3.492 §.467
4 1.035% 1. 071 l.225 .584 12.037 | 2.932 3.978 9.553
5 1.022 | 1.080 | 1.275 691 12.195 ] 3.156 4.266 |10.16
6 1.044 | 1.094 | 1.319 .776 |1 2.306| 3.302 4.455 {10.6]
8 1.039 [ 1.123] 1.39] .887 [ 2.440 | 3.477 4.678 [10.99
.10 [.043 | 1. 147 | 1.442 .952 | 2.517 | 3.580 4.818 [11.02
12 1.050 [ I.169] 1.477 .993 1 2.569 | 3.653 4.846 |10.95
15 1.061 | 1.194] 1.511 .035 {2.621 | 3.662 4.800 | 10.81
v (u,n) = v Uun)70.75}g
o’ |
| 3.60 4.55 1.442 .046 | 0.753 . 646" .585¥ .467 | 0.250
2 2.96 l.38 1.036 .959 10.921 . 902 .905 .938 | 1.000
3 1.242 |1 1.194 ] 1.033 L0610 [ 1,079 1.122 | 1.164 1.254 1 1.330
4 l.25.7SK 1.180] 1.134 159 | 1.207 | 1.277 l.326 1.415 | 1.49]
5 1.236 | 1.190{ 1.18I <237 | 1.301 ] 1.374 1.422 1.505 | 1.589
6 1.263 | 1.206| 1.221 <299 { 1.367 ] 1.438 1.485 1.572 | 1.654
8 3 1.257 | 1.237| 1.288 L3811 1446 1514 I.359 i.628 | 1.737
10 1.261 | 1.264} 1.335 <428 | 1.492 | 1.559 I.606 1.63311.787
12 1.270 | 1.288] 1.368 458 | 1.522| 1.590 I.¢l> 1,622 | 1.821
15 1.283 1 1.316] 1.399 .489 | 1.553 ] 1.564 1. 600 i.501 | 1.855

o Viarden fér‘P>>I ur tabell 4.3 for

stjérnsprickan.

TR
p
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91.

kraftfer.

Har har enbart spénningsintensitetsfaktorn KI berdknats ur (3.232) med

den plana sprickan som referensgeometri f&6r de dimensionsldsa resultaten.
Kraften 6ver en sektor utgdrs av resultanten till trycket p i ett borrhal
F = 2pR-sin 7t¢/n. Med (3.232)

kl(n)’? Ki(n)/KIo
(4.3)
Kio = 2pR/ \/1a

ger tabell 4.6 och fig. 4.22 vdrdena p3 kl(n). Motsvarande uttryck for
hypocykloidsprickan, se (3.206), kl(n) = n/2 Vv n-1* sin ®/n liksom det
asymptotiska vardet T/2 \/ n finns ocksd medtagna. Avbildninaspolynomets

gradtal N = 20. Om vadrden for F = konst. &ver en sektor &nskas mdste

kl—vérdena i tabell 4.6 divideras med sin 7 /n. I ’ e

Osékerhefen.i vérdena &ar fran négfa enheter i 4:c siffran f6r n = 3 till
négra enheter i 3:e siffran f&r n = 20. Jamfdrelsen med hypocykloidsprick-
ans varden i fabell 4.6 visar dels att for stora n galler kl(n) = 2/\n
dels att detta uttryck fér n > 2 badttre approximerar kl(n) dn det exakta
vardet. En jémfdrelse med kl(n) for utbrett inre 6vertryck, tabell 4.2

och fig. 4.15,visar att bdda fér stora n ~]/V571nen att k,(n) for centralt

angripande krafter avtar snabbare.

D& de centralt angripande krafterna &r resujfanfer till det tryck som
verkar &ver varje sektor i ett litet borrhal inses att det arbete som

lasten-trycket kan utr&tta pd kroppen &r begrénsat. Eftersom den lokalt

frigjorda energin i en sprickspets « k’(n)2 inses att den totala energi som

frigérs vid spricktillvéxt, den ar « nkl(n)z, 3r begrdnsad och f&l jaktligen
att fér stora n mdste gélla att kj(n) ~ 1/\/n.



Tabell 4.6:

92.

Den dimensionsl|dsa spann1ngsnnTenS|TeTsfakTorn k (n) for )
stjdrnsprickan under centralt angripande kraffer -och Jamforbara
uttryck fér hypocykloidsprickan. N = 20. - 7
n 3 4 5 6 8 10 12 15 20
kl(n) 0.8913 1 0.7800 | 0.6990 | 0.6382 | 0.5523 | 0.4935 | 0.4501 | 0.4020 | 0.247s6
nsin 7/n
i . .8l . 7347 | 0. 8 0. . . .4 .
XVEE 0.9186| 0.8165| 0.73 6708 | 0.5785 | 0.5150 | 0.4636| 0.4167 | 0. 3589
2 \/n 0.9068 | 0.7853 | 0.7025 | 0.6413 | 0.5554 | 0.4967 | 0.4534 | 0.4056 | 0.3512

- e b
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94.

Stjarnsprickan_med_armar_ay alternerande_l&ngd_under_utbreft_inre

dvertryck.

Dels har spinningsintensitetsfaktiorerna, KII for spetsarna med léngden

a och K12 fér spetsarna med lZngden $ a, ur (3.223) och (3.224) berdknats
dels gasvolymen V bestémd genom spanningsintensitetsfaktorerna ur (3.191)
samt gencm randférskjutningarna ur (3.225). én plana sprickan utgdr
referensgeometri for de dimensions|®sa storheterna k||, kl2’ Vo och Vie

givna av resp. samband dar n = 2m, n>2

k|' (§&,n) = KIl(S,n)/KIO], K;o] =z\Vn au

Ko (&,n) = KIZ( 5,0 /Koo Kigp = P TS a .
d v‘(8 n) = V(&,m)/V v = 211(]-V2)pa2/E'

fo) ) ’ o H4 o ' - ;'”—'
A §,m = vk(a,n)/vo'

Spanningsintensitetsfaktorerna k!l (§,n) och klz(é ,n) jamférs med
en plan sprickaav olika langd. Detta av symmefriskdl men de blir dari-
genom inte Jjémfdrbara om"ihfeﬂkiéts;h)irelaferas till samma spets som

' =
KII( §,n) genom uttrycket k|2 (§&,n) kIZ‘ §,MV38 .

| tabel! 4.7 och 4.8 finns vardena pad kll (6,n), k|2( §,n), vo( s,n)
och vk(é ,n) som funktion av £5rh31 landet mellan armléngder & och antal

n for & ® I. Man inser av symmetriskdl att

klz(l/ b,n) v | .
(4.5)

kII(B,n)

klz(é,n)

"

k||(|/5 ,n)

Virdena finns inritade i fig. 4.23-4.30 for kll( §,n) och klz( S,n)
som en funktion av dels |dngdférhallandet § dels antalet armar n med
den andra storheten som parameter. Gasvolymen Vk( §,n) visas i fig. 4.3l

som funktion av léngdfdérhdllandet. Den plana sprickan kommenteras for sig.

Avbildningspolynomets gradtal N = 20 vilket ger en osdkerhet fran 5:e
siffran nar n &r litet och & = | till 3:e siffran for stora n och &

f6r spanningsintensitetsfaktorerna.

Man inser att spanningsintensitetsfaktorernas varden aila ar lika stora
nar sprickorna ar lika l&nga och att vardet &r det samma som tabell 4.2
ger for stjérnsprickan med lika |&nga armar, dvs kll (f,n) =.kl2(l,n) =

k|2'(l,n) = kl(n). Vidare inses att nar |&ngdfdrhdllandet $ antingen
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dr mycket stort eller mycket litet s& kan de kortare sprickorna inte pa-
Jerka spanningstillstdndet némnvért vid spetszrna hos de léngre. Detta
uttrycks sa att lim k|2( §,n) = lim kll( §,n) = kl(n/Z), dvs

8§50 S0
spanningsintensitetsfaktorns varde svarar mot stjdrnsprickans med |ika
l&nga armar f&r halva antalet armar. Det syns vid ett studium av tabell
4.7 och fig. 4.23-4.29.

Dessa fig. visar ocksd att stjirnsprickan med |ika l&nga armar &r instabil
ur tTillvaxtsynpunkt dd spdnningsintensitetsfaktorn for den l&ngre spetsen

alltid &r stdrre 8n vdrdet for den kortare. Det f&ljer av att vardena

relaterade till speftsen av ldngd a, kll( § ,n) och k|2'( & ,n), uppfyller
villkoren k ( §,n) > k'z'( é§,n) ndr § < | och k|2'(é ,n) > kII(S ,n)
ndr § > I. Denna tendens till instabilitet Skar med antalet sprickor.

Den &r som sddan |&tt fdrstdelig dd fér ett utbrett inre dvertryck p
KI o« \a, dvs. en l&ng spricka alltid farligare.

Vad som ocksd b&r observeras &r spetsarna pd de kortare sprickorna sluts
ndr langdforhdllandet blir tillréckligt stort f6r fler &n n = 4 sprickor.

Detta intréffar nér k¢ §,n) eller k,(&,n) blir negativa och dé qé&ller

inte rékningarna l&ngre, se avsnitt 3!%.2. Spénningstillstandet i sektorn
mel lan tva ndrliggande sprickspetsar hos stjérnsprickan med lika 13nga

armar |iknar med &kande antal armar alltmer ett hydrostatiskt. Trycket

i tvérled léngs bissektrisen. kan t.o.m. Sverskrida trycket pd sprickranden,
se Kutter /3/ och /4/, vilket medfér att om en for kort spricka introduceiras
formér trycket bé dess rand inte &ppna den. FOr en plan spricka |iknar
spénningsfillsféndef inte ett hydrostatiskt varfdr nagon slutningsef fekt
inte intrdffar ndr n = 4, se tabell 4.7 och fig. 4.23. For n = 12 &r lédgd—
férhdl landet 1,4 tillrdckligt foér att den korta sprickans spets skall slutas

och fér eTTlmyckeT stort antal armar gér det mot ett.

| fig. 4.30 visas ocksd spénningsintensitetsfaktorerna kll(s ,n) och

(5,n) men som funktion av antalet armar n. Symmefriegenskapen'

k|2
kll( $,n) = klz(l/ § ,n) syns direkt.

Overensstémmelsen mel lan gasvolymen dels terdknad ur randférskjutningarna,
vo( é,n), dels berdknad med spénningsintensitetsfaktorerna, vk(8 ,n) 5r
bdttre &n 1% f6r n = 4. Avvikelsen dvs. skilinaden mellan ideal och

' approximerad kontur &kar snabbt med antal sprickarmzr n och &r ca 12% nér

n = 12. Se tabell 4.8. Gasvolymen vk(é ,n) visas i fig. 4.31. D& volymen .

relateras till den plana sprickan med sprickldngd a inses att

v (178,m) = v, (§,m/ 8 2 | . (4.6)
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Vidare att ndr alla sprickorna &r lika |8nga virdet &r detsamma som

tabell 4.3 ger for stjarnsprickan med lika l8nga armar, dvs Vi (l,n) = Vi (n).
Nar I8ngdférhallandet blir litet, & << |, ger den kortare spruckorna

inget bidrag till volymen och vérdet svarar mot en stj&rnsprickas med lika

l&dnga armar men halva antalet dvs |im vk(5 ,n) = vk(n/Z). N&r langdfor-
>0

blir stort, §>>1, inses d& med (3.6) att v, (65,m) = v, (n/2): 8%

Fér n = 4 ger detta asymptoten §2 nar &> | oyh linjen | nar §<1 vilket
dr den undre begrdnsningslinjen i fig. 4.30. Med &kande antal sprickarmar
n ndrmar sig kurvan Vi (8,n) alltmer den &vre grénsen i figuren,

v, ( §,nm) =268 2 nar 5 > 1 och v, ( &§,n) = 2 nar §< 1. Kurvorna &r hel-
dragna inom det intervall fér & dar inga slufntngseffekfer upptréader.

Fér-ett mycket stort antal sprickor krymper det till punkten & = |.

Den plana sprickan med armar av olika l&ngd under utbrett inre dvertryck &r
ett ointressant specialfall. Sp&nningsintensitetsfaktorerna KII( & ,n) och
K]2( §,n) & alltid lika stora oberoende av den godtyckliga definitionen

av armldngd coch sprickan sdledes geometriskt stabil ur tillvaxtsynpunkt.

| och med att en stjérnspricka bdde med |ika Iénga‘armar och armar av
alternerande ldngd under utbrett inre 6vertryck studerats finns nu kvantita-
tiva uppgifter om den relaxation av spanningarna som upptréder vid existe-
rande sprickspetsar ndr nya sprickdr initieras. Den slutningseffekt som
pdverkar dessa nya sprickor om de &r fdr korta frdn bdrjan hindrar effektivt
uppkomsten av dem. Ju fler.sprickorna &r frén bdrjan desto effektivare

undertrycks uppkomsten av nya.

Ldt oss ytterligare belysa uttrycket: stjdrnsprickan &r geometriskt

instabil ur tillvéxtsynpunkt. Frén en siTuaTién dar vi har en stjérnspricka
med ett givet antal lika Iénga armar kommer, om belastningen 8kas s3 att
tillvaxt initieras, nédgon eller ndgra av spetsarna bdrja véxa fére de andra
p.g.a. ojémnheter i materialegenskaperna eller sm& avvikelser fran den
ideala geome?rfn. D& spanningsintensitetsfaktorerna dkar med tillvixten for
~dessa spetsar och minskar for de 6vriga underl&ttas ytterligare tillvaxt f&r
dem som redan bdrjat vixa. Stjérnsprickans alla armar kan s&ledes inte vixa
samtidigt. Med geometriskt instabil tillvéxt férstds alltsd har att en

geometriskt likformig tillvéxt inte & m&jlig f&r stjdrnsprickan.

I avsnitt 4.6-4.8 noteras bl.a. hur n3rvaron av et+ cirkulart h&l och en

icke utbredd last pdverkar instabiliteten.
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Tabel! 4.7: De dimensionsidsa spsnningsintensitetsfaktorerna kll(ﬁ , n) och
k12(6 , n) for stjérnsprickan med armar av alternerande |&ngd

; under utbrett inre dvertryck. N = 20.

n 5 I.Od .05 l.10 .20 .35 .50 1.75 2.0 3.0 5.0 10.0 | 20.0

4 §2.8636 |0.8485(0.8333|0.3026[0.7573|0C.7141{0.6479|0.5897|0.4251|0.2668|0.133210.0444

' ¥*
6 0.7426(0.7052 {0.626610.5884|0.4750{0.375210.239110.1383{0.0304 ©
§ 8 J.6590 |0. 5034 1C. 5451 {0.4292(0.273810.152510.0177 °©
10 0.597910.5266|0.4515[0.3070(0. 1331]0.020C6/{ ©
T I
.12 0.551C10.465610.3759]0.2116{0.0390|0C.0039
: * & = 2.4 o k,,{8, n)< 0 I & = 1.4

k. (6, n) = k”(l/5, n)

f n 6 .00 .05 t.10 1.20 1.35 1.50 1.75 2.0 3.0 5.0 10.0 | 20.0

il 4 13.8636(0.8777{0.8902{0.9113|C.9350{0.9517[0.9697;0.9803{0.9952|0.9593 |0.9997}0.9962

ES
6 10.7426]0.7766|0.8055|C.8506{0.8931(0.9168(0.9343/0.9404|0.9424

8 }0.65%90|0.7080/0.7478{0.8032}0.8445]|0.8600{0.8657|0.865|

()
(]
U
O
~
\O
o
(o))
\n
m
[99]
o

.705610.7625(0.7936(0.7997

I
.67221C.7253/0.7440|0.7453

N
©
w
w
o
O
o
N)
o
(@]




sbell 4.8: De dimensionsldsa volymerna vo( $, n) och Vk(5 , n) for stidrnsprickan

O
<o
.

med armar av alternerande l&dngd under utbrett inre Svertryck. N = Z0.
(85 n)
I
\\\éi 1.00 | 1.05 .10 .20 .35 1.50 .75} 2.0 3.0 5.0 10.0 | 20.2
‘n 1.
4 [.479 | 1.556 | 1.639 ] 1.827| 2.150 | 2.530 | 3.230 | 4. 166 | 9.070 [24.99 | 1.00.4 | 426.¢
6 1.601 11.685 ] 1.785|2.016| 2.446 | 2.969 | 4.007 | 5.25 | 7.59% °©
- 8 1.632 | 1.720 | 1.833 | 2.102}| 2.612| 3.226| 4.42
EIO 1.633 {1.725 | 1.843 1 2.139|2.711 | 3.38 9
2 | 1.623 [ 1.718 | 1.842 | 2.171 | 2. 76 9
e & = 2.4 ok (&, m <0
;‘k(s, n)
.00 | 1.05| I1.10 .20 1.351° 1.50 | .75 2.0 3.0 5.0 10.0 20.0

1

4 1,491 [1.569 | 1.653 | 1.840| 2.167 | 2.543 | 3.299 | 4.191 | 9.095 |25.04 | 99.99 | 39/.0C

6 1.654 | 1.743 | 1.844 | 2.082 | 2.521 | 3.048 | 4.096 | 5.33 | 7.679%

8 1.737 | 1.836 | 1.948 | 2.227 | 2.752 | 3.375 | 4.59

‘0 1.788 [ 1.890 | 2.016 | 2.329 | 2.914 | 3.60

2 1.822 | 1.928 | 2.064 | 2.409 | 3.031
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Edde spénningsinf;nsi?efsfakforer, dels Ky, for spetsarna pé avstandet
pR och dels K., for dem pé svstdndet AR, ur (3.226) och (3.227) samt
gasvolymsn ur (3.223) har beriknats. Volymvirdsna redovisas inte. Den
plana sprickan &r referensgeoﬁeTri for de dimensionsltsa storheterna-

k'] och k|2 som ges av (3.226) och (3.227) ndr n = 2 m.

k“(y,),n) = K“(p,ﬁ,n)/Kkﬂ, K]ol= PV LR
(4.7)
klz(p,) ,n) = KIZ()J,A,n)/KIoz, KIoZ = pyMAR
Referenssprickans léngd &r oliks i de bigge fallen och KIZ(p,A ,Nn)
relateras till samma sprickspets som KIﬂJ,A ,nN) cencm uttrycket

klz'(p,)\,n)'= klZ(}J’A’n)‘V ALy, -

Virdena pg k|1(P'A ,n) och klz(p,A ,n) finns i tazbeli 4.9 c&r sambandet
k"gJ,A,n) = klz(%,y,n) . (4.8)

utnyttjes, vicare finns de i fig. 4.32-4.49 som funktion av sprick-
spetsavstdndet A med sprickspetsavstdndet p och antalet armar n som
parametrar eller omvént A = y med (4.8). Gradtalet N p2 zvbildnings— )
polynomet har valts N = 20 nér y eller A > 1.20 och N = 30 i évrigf.
Harigenom varicrar osékerheten i de ber&knade vérdena alltifrdn n&gon
enhet i fjérde siffran ndr p och X &r stora till ndgra enheter i andra
siffran fér sm& p och A . Virdena f6r den kortare sprickspetsen torde
genomgdende vara in!lférfifligare. kll(}“ A,n) - vérdena f&r p = 1.05
ndr n = 4 &r helt odugliga. Vé&rdena fér n = 2 &r b&ttre och fér n > 4
verkar osékerheten minska med &kande n.

Vad som i den f&ljande diskussionen sigs cm Kpy{p,2,n) och klz(p,A ,n)

som funktion av A har med (4.8) en motsvarighet i JIB

I fig. 4.32-4.37 visas for olika anta! armar, n = 2,4,6,8, 10 och 12,
kll(p,A ,n) och klz(p,A ,n) som funkticn av A vid kcnstant p. Som Jjaém-
férelse for det cirkuldra hdlet har stjdrnspricksns vdrden ocksd medtagits.
| dessa fig. synes avvikelsen utom f&r n = 2 vara {&rsumbar gctt och val
innan grénsen )o = pg = n/(n-2) ur (3.208) uppndtts. Jfr. avsnitt 4.3

och fig. 4.18. Grénsen ges snarare av yo' = (Fo-l)/z = (n-2)-l.
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Det faktum att det cirkuléra h3let pdverkar spinningstillstindet vid
‘sprickspetsarna enbart nir dessa ligger mycket né&ra hdlranden medf&r
att slutsatserna for stjérnsprickan med alternerande arml&ngder giller
ofdéréndrat utom for n = 2 armar, den plana sprickan. Dvs. att:,

a. Né&r langdférhdllandet p/A &r stort eller litet blir spannings-
tillstdndet vid de ldngre sprickornas spetsar opdverkat av de
kortare. ’

b. Det omvénda férhdilandet giller déremot inte utan samma
slutningseffekt foér de korta sprickorna som for stjérnsprickan
upptrdder ndr n * 6. Denna uppirider férst ndr hdlet &r +till-
réckligt litet jémfort med sprickspetsavsténdet, se fig. 4.34-4.37.

c. De# cirkuldra hdlet med lika 1&nga radielia sprickor &r geometriskt
instabilt ur tillvéxtsynpunkt. Denna tendens &kar med antalet

sprickarmar.

| fig. 4.38-4.49 visas kll(y,;k,n)Aoch klz(p,z‘,n) som funktion av sprick-
spetsavsténdet X med avsténdet y som parameter. Som jimfdrelse har
kurvorna f&r det cirkuldra hdlet med |ika léngaAradiella sprickor,

k||(p,) ,n) =-kIZ(P’} ,n) = kl(y,n) ur fig. 4.17 nér_p =A . Man ser att
fér n > 4 paverkar vdxande sprickor ( A -spetsarna) redan existerande A
(p-spetsarna) sé aTT spanningsintensitetsfaktorn f&r dessa klI(P,A ,n)

minskar med Skande A

Tvd armar utgdr ett sdrfall liksom en arm f&r det cirkul&ra hdlet i

avsnitt 4.3. | fig. 4.32 och 4.38-4.39 finns kurvor som visar att i detta
fall k| (u,% ,n) Skar med Skande A och att k ,(p,A ,n) som funktion av A
har ett maximum. En jdmforelse mellan spdnningsintensitetsfaktorerna for de
olika spetsarna, klng,k ,n) och kIZ'(P’ A,n) i fig. 4.32, visar att &ven

i detta fall &r den ldngre sprickarmen mest benigen att vdxa. Denna fig.
visar ocksd att-hdlets ndrvaro inte &r fdrsumbar f&r sprickor med |&ngd-
forhallandet p = 2.0 d& k!IUJ,A ,n) fér alla A -vérden &r mindre &n

vardet f&r den plana sprickan utan h&l, forst nir Zk’p 2 3 3r inverkan

forsumbar.” Den plana sprickans utan hal vérden ges av

k”(p,k,n) = \/ (u+ A )/2}1‘
(4.9)
kIZ(}J')"n) = V(A /22, p,A>> |

Foér p = 2.0 visar tabell 4.9 att avvikelsen mellan klZQp,) ,N) och
uttrycket i (4.9) &r mindre n 1% n&r A = 3, se fig. 4.32.
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Tabell 4.9: De dimensions!®sa spénningsintensitetsfaktorerna kil(p,k , n) och
klz(pfk , n) for det cirkuldra hdlet med radiella sprickor av
alternerande l&ngd under utbrett inre &vertryck.

"N = 30 n&r F ochA<1.20 annars 20.

Ky G ds ) = ko, (d, p, n)

n=2

) 1.00 .05 .10 .20 1.35 .50 .75 2.0 3.0
A, L
.00 0.0000 | 0.4774 | 0.€236 | 0.7407 | 0.8276 | 0.8540 | 0.8687 | 0. 8572 | 0.8346
.05 - 0.3978 | 0.4580 | 0.7176| 0.8155}| 0.8555| 0.8706 | 0.8681 | 0.8348
1. 10 - 0.4067 | 0.5532 | 0.7353 | 0.8303 | 0.8520 | 0.8681 | 0.8637 | 0.8304
1.20 - 0.4185 | 0.4603| 0.7471 | 0.8293| 0.8632 | 0.8788 | 0.8765 | 0.8404
.35 - 0.4244 | 0.4707 | 0.7432] 0.8488 | 0.8835 | 0.8929 | 0.8&98 | 0.8507
.50 - 0.4477 | 0.4511 | 0.7611 1 0.8576| 0.9015| 0.9122 | 0.9068 | 0.8628
1.75 - 0.4773 | 0.4705| 0.7982| 0.8925| 0.9349 | 0.9448 | 0.9355 | 0.3842
2.00 .- 0.5157 | 0.4822 | 0.8343| 0.9288| 0.9718 | 0.9766 | 0.9660 | 0.9063
3.00 - 10.6465|0,6372 | 0.97388| 1.0728| 1.1034 ] 1.1028 | 1.0825] 0.9926
n =14

,(A) v
2R .00 .05 .10 .20 1.35 .50 i.75 2.0 3.0
.00 0.0000 | 0.3978 | 0.5532 | 0.7471 | 0.8488| 0.9015| 0.9448 | 0.9660 | 0.9926
1.05 - 0.4436 | 0.5295 | 0.6757| 0.7820| 0.8537 | 0.9339 | 0.9473 | 0.9899
1. 10 - 0.3141 | 0.5968 | 0.7367| 0.8423 | 0.8964 | 0.9422 | 0.9647 | 0.9914
.20 - 0.2925 | G.5714 | 0.7416| 0.8420| 0.8925| 0.9365 | 0.9594 | 0.9900
.35 - 0.2675 | 0.5655| 0.7265| 0.8249 | 0.8756 | 0.9216 | 0.9474 | 0.9856
.50 - 0.2259 | 0.5527 | 0.7058| 0.8022 | 0.8535| 0.9025| 0.9319 | 0.9798
1.75 - 0.1413 1 0.5299 | 0.6653| 0.7577 | C.8101 | 0.8845 | 0.5204 | 0.9671
2.00 - 0.1508 | 0.5029 | 0.6241 | 0.7117 | 0.7637 | 0.8228 | 0.8648 | 0.9511
3.00 - 0.2170 O.3658JVO.4767 0.5488 | 0.5%5858 | 0.6615| 0.7161 | 0.8630



(forts. tabell 4.9)
Kpp oAy n) = k5 CA L, )
n==6

o0
2, () 1.00 | 1.05 10 | 1.20 35 | 1.50 | 1.75 | 2.0 3.0
1.00 0.0000 | 0.4500 | 0.5870 | 0.7493 | 0.850% | 0.8960 | 0.9273 | 0.9377 | 0.9422
1.05 - | 0.4414 |0.595 | 0.7465 | 0.8455 | 0.89i0 | 0.9231 | 0.9354 | 0. 9411
1. 10 - | 0.4476 10.5918 | 0.7355 | 0.8382 | 0.8268 | 0.9222 | 0.9355 | 0. 9424
1.20 - |o0.4255 | 0.5597 | 0.7035 | 0.8080 | 0.8637 | 0.9095 | 0.9293 | 0. 9423
1.35 - 10.3720 |0.4995 | 0.6313 | 0.7415 | 0.8109 | 0.8791 | 0.9130| 0.9416
1. 50 - 10.3080 |0.4272 | 0.5480 | 0.6617 | 0.7437 | 0.8357 | 0.8877 | 0.9393
.75 - | 0.2026 |0.3079 | 0.4109 | 0.5224 | 0.5169 | 0.7413 | 0.8249 | 0. 9324
2.00 - |o.1187 |0.2122 ]| 0.2936 | 0.3949 | 0.4909 | 0.6322 | 0.7410| 0.9163
3.00 - | 0.0553 [0.0105|0.0247 | 0.0765 | 0.1399 | 0.2554 | 0.3743 | 0. 7424
n=28
_ A , ‘ _
Ay 1.00 | 1.05 1o | 1.20 | 1.35 | 1.50 | 1.75 | 2.0 3.0
1.00 0.0000 | 0.4436 [ 0.5968 | 0.7416 | 0.8249 | 0.8535 | 0.8645 | 0.8648 | 0. 8630
I.05 - ] 0.4485 | 0.5836 | 0.7301 | 0.8196 | 0.8511 | 0.8642 | 0.8626 | 0.8633°
1. 10 - 10.4180 |0.5745 | 0.7154 | 0.8071 | 0.8443 | 0.8625 | 0.8650 | 0.8644°
l.20 - |o0.3730 |0.50119 | 0.6511 | 0.7623 | 0.8192 | 0.8556 | 0.8639 | 0.8540°
l.35 - ]0.2845 |0.3388 | 0.5207 | 0.6594 | 0.7529 | 0.8317 | 0.8577 | 0.8641°
1.50 - | 0.1945 [0.2696 | 0.3541 | 0.5339 | 0.6569 | 0.7856 | 0.8405 | 0. 8646°
1.75 - 0.0732 [0.1138]0.1935 | 0.3282 | 0.4662 | 0.6573 | 0.7741 | 0. 8652
2.00 - | 0.0243 {0.0145 | 0.0631 |0.1667 | 0.2889 | 0.4939 | 0.6534 | 0. 8600
3.00 - © N © ©0.0306 | 0.1515| 0. 6590

o

kll(p,l , n) <0




(forts. tabell 4.9)

k“(p,}, n) = klz(?\, JIY
n =10

i;\ﬁ§¢f) 1.00 05 | 1.10 | 1.20 .35 .50 75 | 2.0 3.0
3y S
1.00  §0.0000 | 0.4530 | 0.5965 |0.7253 | 0.75858 | 0.7979 | 0.7979 | 0.7964 |0.7967
1.05 - 0.4472 | 0.35852 |0.7142 | 0.7810 | 0.7968 | 0.7984° 0.7745° °©
.10 - 0.4203 | 0.5537 {0.638! |0.7689 | 0.7931 | 0.7983° 0.7973° °
[.20 - 0.3344 | 0.4535 |0.5980 | 0.7210 | 0.7752 | 6.7976 | 0.7982°| 0. 7949°
I.35 - ] 0.1944 | 0.2812 {0.41958 | 0.5957 | 0.7109 | 0.7859 | 0.7986 |0.7968°
I.50 - | 0.0857 [0.1374 {0.2487 | 0.4337 | 0.5956 | 0.7470 | 0.7917 |0.7997°
1.75 - © 0.0499 |0.1875 | 0.3520 | 0.5974 | 0.7349 |0.7984°
2.00 - © 0.0289 | 0.1479 | 0.3872 | 0.5978 |0.7996
3.00 - © © °l 0.0202 |0.5979
n =12

KeY) .

A 1.00 .05 .10 1.20 .35 .50 .75 | 2.0 3.0
1.00 ]0.0000|0.4414 |0.5918 |0.7035 |0.7416 |0.7437 |0.7413 |0.7410 |0.7424
1.05 - |0.4419 |0.5736 |0.6919 |0.7328 |0.7438 |0.7079° © ©
(.10 - 10.3997 |0.5296 |0.6602 |0.7297 |0.7430 |0.7425°|0.7411° °©
1.20 - |0.2857 |0.3948 |0.5511 |0.6870 |0.7341 |cC.7438%]0.7420° °©
.35 - |0.1163 [0.1365 |0.3349 |0.5481 |0.6788 |0.7411 |0.7438° °©
1.50 - | 0.0034 [0.0417 |0.1459 |0.3549 |0.5457 |G.7129 |0.7435 |0.7412°
1.75 - © © ©10.0867 |0.2617 |0.5509 |0.7014 |0.7431°

1 2.00 - ° © © °lo.052¢ |0.3017 |0.5510 |0.7436°

| 3.00 - ° © © ° ° ° °lo.5510
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Som tig 4.32 fast varden for ena spetsen.
n=2.

flg 4.38+39
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|Som fig 4.38 +39 f6r n=6. 1 fig 4.42+43
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|Som fig 4.38+39 tér n=8.

fig4.44+45
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{Som fig 4.38+39 f6r n=10.

fig4.46+47
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|Som fig 4.38+39 for n=12. fig 4.48+49.
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krafter.

Det &r enbart spénningsintensiftefsfakiorerna som bestédmts har, Kll for

spetsarna med l&ngden a och K., f&r spetsarna med l&ngden & a. Uttrycken

12

“f6r dem ges av (3.233) och (3.234), dimensions|dst med den |ikarmade

plana sprickan som reterensgeometrij . De betecknas kll och kl2

kll( §,n) = K (§,n)/ K'/// K = 2pR/ V Tua

1l Tol” “lol
(4.10)
= = a '
kot 5,m Kip! §,n)/ KIoZ’ KI02 2pR/ Ve
Spdnningsintensitetsfaktorn klz( §,n) relaterad til! samma sprickspets,

klz' (6,n) = k12(6 ,n}/Vé , kan anvéndas fér en direkt jamforelse med
ki (6,0,

| tabell 4.10 finns vérdena pd k, (§,n) och k ,(&,n) som funktion av
férh&llandet mellan spricklangderna § och antal armar n f&r §> 1.
Vardena fér § £ | ges liksom i avsnitt 4.5 av symmetriskd! av (4.5),
k||(8,n) = klz(h/é,n) och klz(é,n) = kll(l/é,n). Kurvor &ver
kll(é,n), ko §,n) och kio
$§ forn = 2,4,6,8,10 och 12 finns i fig. 4.50-4.57.

'(§,n) som funktion av !&ngdférhdllandet

Felet i vardena torde fér & = | vara nagra enheter i 3:e siffran for
att fér stora vérden p3 & uppgd till ndgon enhet i 2:a siffran for

k¢ §,n) resp. ndgra enheter i 4:e siffran fér kjo8,n).

Nar sprickorna &r lika I&nga, & = I, &r spé&nningsintensitetsfaktorernas
vérden alla |ika och det ges av stjérnsprickan med lika l&nga armar,
kl(n) ur tabell 4.6. Darmed gdller att kll(l'n) = kIZ("n) = klz'(l,n)=
= kl(n). Vidare inses att nar langdfdérhdllandet & antingen &r stort
eller litet sd &r sp&nningstilisténdet vid de l&ngre sprickornas spetsar

opadverkat av de korta sprickorna, dvs lim kIZ( S,n) = lim kll(S,n) = kl(n/2).
&5 o : §-»o0

| fig. 4.50 finns kurvor 8ver k., (§,n), x,{§,n) och k|2'(<S ,n) fér

den plana sprickan med osymmetriskt zangripande centrala krafter. Denna
spricka &r stabil ur tillvaxtsynpunkt d& spadnningsintensitetsfaktorn

f6r den kortare spetsen alltid &r stérst,cvs ki€ $,n) > kIZ'(S ,n)

nér & > | och kL'(é,n) < klz'(s,n) nir § < |. Uttrycken kommer fran
§ih, Paris och Erdogan /14/ t.ex. Formlerna i kap 3 ger samma uttryck d&
metoden &r exakt {6r den plana sprickan. Om antalet sorickarmar &kas till

n =4, se fig. 4.51, uppvisar kurvorna en tendens till instabilitet d& inom



cmrécet 0.27 < & < 3.7 giller moteatt férhdliande, nimligen att
spanningsintensitefsfaktorn fdr de léngre spetsarna &r stérst.Vid v3rdena

'S5 = 0.27 cch 3.7 &r armarna i balans och f6r § < 0.27 ress. & > 3.7 &r
sprickan &ter stabil. Vid l3ngsam pdlastning skulle man all+sd kunna stabilt
driva en spricka med l&ngdf&rhdllandet 3.7 mellan armparen. Noggrannheten

i de numeriska virden fér k‘2(6 ,N) blir sémre nér § &r titen. | fig.

4.51 finns vérden for & = 1/30, 1/40, 1/50 cch 1/100 inritade som fyllda
cirklar, de finns inte med i tabell 4.10. Extrapoleras kurvan k12(6,4)'

till & = 0 erhdlles vardet k12(0,4) = 0.47. Cetfta bdr jémfdras med de vérden
som Emery, VWalker och Williams /22/ samt Busckner /23/ ger fér ett plant
halvplan med en kantspricka vinkelrdtt mot kanten (fria ytan) vilken ®ppnas av
ett kraftpar i tvdrled, k,2(0,4) = 1.29 resp. 1.32. Kraftkomposanter som

verkar i sprickans langdriktning borde inte ge ndgot bidrag till for

k
12
halvplanet d& den yta i ett halvplan utan spricka som svarar mot sprickytan
&r helt spdnningsfri. Men d& vdrdena i alla fall &r olika f&r halvplanet
och stjérnsprickzn nér & << | m3ste man dra den slutsatsen att geometrierna

inte &r j&mférbara i St. Venants mening fér en mycket kort spricka.

Tendensen till instabilitet ur tillvéxtsynpunkt 8kar med Skande antal
armar, se fig 4.51-4.55, och fér n = 8 upptrdder samma sprickslutnings-
effekt scm n&r belastningen utgbrs av ett utbrett inre 8vertryck. Se

avshitt 4.5. Viardet k|7(0,6) &r troligen skilt frén noll, se fig. 4.52,

Instabiliteten &r l&ttare att fdrstd f&r utbrett inre dvertryck ndr

KI o« \a &n for centralt anéripande krafter, | det senare fallet &r
Klo(l/VE?och ytligt sett en kort spricka alltid farligare &n en 1&ng.
Forklaringen till instabiliteien finns i det faktum att de central an-
gripande krafterna &r resultanter Till ett gastryck &ver en hdlrand. Detta
medfér ju att den totala energi som kan frigdres vid spricktitlivixt &r be--
grdnsad och att spénningsihfensiTefsfakTorn k'(l,n) = kl(n) avtar med
Okande antal armar. Se fig 4.22 och avsn. 4.4.
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Spanningsintensitetsfakiorerna for en fig 4.50+51
|stjarnspricka med armar av alternerande Fou 122,
|1angd och centralt angripande krafter.
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4.8.

z-plan kontur l kontur

fig 4.58

126.

| detta fall har sp8nningsintensitetsfaktorn KI ur (3.237) beréknats pa
dimensionslés form jémférd med den plana sprickan dér dels belastnings-

fallet utbrett inre Svertryck anvénts vilket ger k, dels partiellt inre

|
', bdda enl.

’ KIO= PVTK)JR

svertryck vilkset ger kl

kI(P,n) = KI(p,n)/KIO
(4.11)

1 - WK w | - cAre~c ] Ny
K| (p,n) hl(p,n)/KIO KIO 2/ ~arcsin(l/p) Klo

’

D& avbildningspolynomet avsiktligt valts sa att den approximerade
konturen i mest mdjliga mén skall stdmma med den ursprungliga just i
sprickspetsarna, se avsnitt 3.3, medfoér det att konturerna stdmmer
mindre v&l vid hdrnpunkterna och dérmed vid det cirkuldra halet. Dessa
avvikelser blir stérre med dkande sprickspetsavstand och antal armar.
Rskningarna p8verkas sérskilt mycket i detta belastningsfall d& belast-

ningen verkar pé enbart hdlranden, se fig. 4.58.

g-p'lan

— . > em—-

s-'--

ideal | appr.
z-plan
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!
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Den del av hdlranden som |igger mellan tvd nirliggande sprickor p3 den
verkiiga konturen har centrumvinkeln 2 7U/n och den svarar mot en bége
pd enhetscirkeln i bildplanet med sekforvinkeln 280. Denna bége svarar
i sin Tur mot en del av h3l!randen pd den approximesrade konturen socm har
en cenirumvinkel 2<PI + 2 T\/n. Detta medfdr vidare att bégléngderna
dver vilket trycket verkar i den verkliga och den zpproximerade konturen
8r olika liksom tryckets Over bégarna kraftresultanter, som en f&rsta
korrektion krdver vi att kraftresultanterna skall vara lika i de b&gge

fallen. Med beteckningar ur fig. 4.58

F = 2pRsint/n = 2p|R!(SO)sin‘Pl(eo) (4.12)

dvs. det-tryck som méste verka &ver bdgen i den approximerade konturen

dr inte p utan P dar

L . - . Rsinm/n
P, = kpy = p —?5257T¥7; . (4.13)

Ur fig. inses att

el(71/n—‘9|) - W

| N (4.14)

R el(JY/n—Go)>

och med utfrycken fér wN(§>)ur (3.53) och A ur (3.73) erhdlles

R el‘?]

- n 12/ . ) :
| =R [+ 0/2] 7 [, + ic)] (4.15)

dar

c N | |
R _ ZE:K_I)kC cos(knfl)eo | (4.16)
¢ k .

k=0 -sin(kn—l)eO

Hérigenom erhdlles

K = psin T4n (4.17)

P [gy2) 2m -C,

vilket &r den faktor med vilken k'(p,n) och k;(p,n) skall multipliceras

om resultantvillkoret (4.12) skall vara uppfyllv.

Genom denna korrektion blir de numeriska resul+taten visentligt b&ttre

men noggrannheten i vdrdena torde i allminhet &ndd inte vara bittre &n
ndgon enhet i 2:a siffran trots att avbildningspclynomets gradtal valts
till N = 30. En ytterligare férbsttring vore *roligen mo6jlig om hdnsyn
tages till att avstdndet mellan kraftresultantens angreppspunkT.cch origo

ocksd fdrandrats, RI ¢ R. Jfr. skillnaden mellan hypocykloidsprickans

vérden och stjdrnsprickans med |ika langa armar i tabell 4.6, bdda
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under centralt angripande krafter. Men det har inte gjorts hér da

-tendensen i vadrdena &r riktig.

‘Berakningsresultaten, kl(p,n) oéh kl'(p,n) som funktion av sprick-
spefsavsfénd p cch antal armar n, redovisas i tebell 4.11 och fig.
4.59-4.70. Resultaten visar att spédnningsintensitetsfaktorn kl(p,n)
som funktion av u har ett stdrsta vérde for p = l.1-1.3 och att for
stora p kl(p,n) ~ |/p, se fig. 4.59. 'DeT asymptotiska beteendet syns
annu klarare i k" (p,n)-vdrdena d& dessa som relaterats till den plana
sprickan med ett partiellt inre &vertryck f&r stora p ndrmar sig vardena
kl(n) for stjérnsprickan med lika l&nge armar och centrait angripande
krafter, se tabell 4.1l och fig. 4.60-4.6!, ur (4.11) f6r stora u har
man arcsin (1/p) ~ I/p. F&ljaktligen gdller Iim ki 'pn) = k().

JH >0
Dessa saker innebdr i sin tur att KI(p,n) som funktion av p har ett
maximum d3 K ~\E, se (4.

=

. ‘e
-

| fig. 4.61-4.69 visas béde k (p,n) for inre Svertryck pé.hélranden ur
(4.11) och kl(p,n) fér utbrett inre Gvertryck ur (4.2). De sistndmnda
betecknas har klp(p,n). Dessutom har asymptoterna k‘(n)-Z/ﬂ.-arcsin(l/p)
ritats in och i fig. 4.6l ocksd den kurva som svarar mot den |ikarmade
plana sprickan under centralt angripande krafter. F&r mycket smd

sprickor ndrmar sig kl(p;n) - kuf;orné ;érdef f6r en kort icke fryckbe—
lastad kantspricka i en pl&t under enaxlig dragning, dvs enl.Bowie /8/
gdller kl(p,n) ~ .12 I;l/p oberoende av n. Det har alltsd redan for
mycket smd sprickor en avgdrande betydelse om gasen trénger in i en spricka

eller inte, for pu-1 << | géller klp(p,n) =2 kl(p,nJ.

| fig. 4.70 dar kl'(P'n) avsatts som funktion av antalet spriékor syns
osdkerheten i vérdena for litet antal sprickor ndr u = 1.05 och 1.10,

~jfr. fig. 4.19 dar overtrycket verkar Over hela sprickranden.

Resultaten i avsnitt 4.7, stjdrnsprickan med armar av alternerande l&ngd
och centralt angripande krafter, och detta avsnitt kan anvéndas for en
kvalitativ bedémning av hur sp&nningsintensitetsfaktorerna kll'(p,h ,n)
och klz'(p,) ,n) varierar f&r ett cirkuldrt hdl med radiella sprickor av
alternerande 18ngd under inre &vertryck p3 enbart hdlranden. | analogi
med |ikheten mellan kurvorna fdr stjdrnsprickan i avsnitt 4.5 och 4.7 dar
enda skillnaden &r belastningen som i 4.5 utgdrs av ett utbrett inre dver-
tryck kan man f&rvdénta kurvor Sver kll’(y,Z ,n) och kIZ'UJ,R ,n) som |ik-
nar dem for ett utbrett inre Svertryck i samma gecmetri, se figs
4.33-4.37 i avsnitt 4.6. ‘ '
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Hirav kan man dra den slutsatsen att f&r det cirkuléra halet med radieltla
sprickor av alternerande l&ngd under inre Gvertryck pd enbert halranden
betyder hdlets nérvero jémfért med stjérnsprickan med armar av alternerande

langd och centralt angripande krafter att:

a. Slutningseffekter upptrdder foérst nér sprickorna &r Ti]lréckligf

l&nga jémfort med hélet.

b. H3let f5rhindrar initiering och tillvaxt av nya sprickor frén

h&lranden cm sprickor redan finns.

c. Den tendens till stabilitet ur tillvéxtsynpunkt som finns f&r

stjérnsprickan med n = 2,4 och 6 armar motverkas.

Detta skirper instabiliteten for det cirkuldra hdlet med radielia sprickor
och tryck p& enbart h3Iranden vilken alltsd &r |ikadan som for ett utbrett
inre dvertryck. D& instabiliten dkar med antalet frén borjan befintliga
sprickor finns h&r en mekanism som medfdr att frdn en situation dér ett
stort anTaI‘korTare sprickor initierats pd randen till ett cirkul&rt "hal
s3 kommer endast ett f&tal att véxa till stdrre I&ngd cavsett om gasen

tranger in i spiickorna eller inte.
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Tabell 4.11: De dimensicnsidsa spinningsintensitetsfakiorerna k'(p, n) och
kll(p, n) for det cirkuldra hdlet med lika l&nga radiella

sprickor under inre Bvertryck pd enbart hdlranden. N = 30.

ki s n)
‘i:\\\li\ [.05 f.10 1.20 1.35 .50 1.75 2.0 3.0 S>>
2 2.0335 | 0.3055 | 0.3845 | €. 3824 3649 | 0.3292 1 0.2967 | 0.2070
3 0.2845 | 0.32628 | 0.3740 | 0.3750 3567 { 0.3182 | 0.2829 | 0. 1902
4 0.2285| 0.3290 | 0.3823 | C.3572| 0.3320 | 0.2373| 0.2511 | 0. 1654
5 0.2739 | 0.3239 | §,3502 | 0.3332] 0.3026 | 0.2570| £.2229 | 0.1474
6 0.25261 0.3181 | 0.3343 | 0.3002| 0.2753 | 0.2321 | 0.2017 | 0.1347
8 0.2545] 0.29359 | 0.3012 | 0.2644| 0.2335| 0.1633 ] 0.1739 | 0. 1173
i0 0.250!1 | 0.2530 | 0.2697 | 0.2320| 0.2063 | 0.1773] 0.1560 | 0.1050
12 0.24351 0.2629 | 0.2433 1 0.209Z2| 0.1880 | 0.1626| 0.1434 ] 0.0958
15 0.2316| 0.24i5 | 0.2131 | 0. 161 | 0.1689 | 0.1466| 0.1285 | 0.0856
kl|(p, n) = T2 'arcsin-|(lﬁp)-kl(H,n)
n Floi.os .10 .20 .35 .50 1.75 2.0 3.0 M >>|I
2 0.0422 | 0.4206 | 0.6131 | 0.720!1 | 0.7850 | 0.3502 | 0.8901 | 0.9566 | 1.0000
3 0.3548 | 0.4493 | 0.5963 | 0.7061 | C.7678 | 0.8217 | 0.8488 | 0.879! |0.8913
4 0.2821 | 0.4528 | 0.3801 | 0.6726| 0.7147 | 0.7432 | 0.7532 | 0.7646 | 0.7800
5 0.3412 | 0.4459 | 0.5584 [ 0.6274 | 0.6514 | 0.6637 | 0.6588 [ 0.6815 | 0.6990
6 0.3147 | 0.4351 1 0.533! [0.5804 ] 0.5925 | 0.5%24 | 0.6051 | 0.6224 | 0.6382
8 0.3170 | 0.4115 | 0.4802 [ C.4978| 0.5026 | 0.512C0 ) 0.5217 | 0.5422 | 0.5523
10 0.311o | 0.3895 | 0.4301 | 0.4359 | C.4441 | 0.458C0 1 0.4681 | 0.4855 | 0.4935
12 0.3033 | 0.3661 | 0.3830 | 0.3940 | $.404¢ | 0.4129 | 0.4302 | 0.4429 | 0.4501
15 0.2885 | 0.3328 | 0.3393 3504 3635 { 0.373£ | 0.3854 | 0.3958 [0.4020

| varden frédn tabell 4.6



| Spénningsintensitetsfaktorn kq(p,n} f6r  [fig 4.59 131, |
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4.9,

Fér detia fallvhaﬁidels épénningsinfensifefsfakforerna KI och KII ur (3.229)
beréknats deis gesvelymen V bectémd av randfdrskjutningarna ur (3.330) och
Vk bestédmd av spdnningsintensitetsfaktcererna ur (3.192). Den plana gas-
fyllde sprickan &r referensgeometri +fér de dimensionsl&sa storheterna kl’

k2’ Vo och v, givna av sambanden

k
( k (o) = K (&) /Ky Kyo=p Vs
ky( ) = Ky Cal)/K
J ~ (4.18)
v (o) = VOO, V= 27eCi- v )pa’/E |
v (o) =V (/Y

\~

Dessutom har sprickans troliga tillvéxtriktnin i ett sprott material
8 Yo P

dar brottet foljer dragspénningshypotesen bestdmts ur (3.179)

¢ =—28Tan[( k2+8k2-k)/4k] | (4.19)
f) | 2 | 2

dar <poAréknas moturs relativt sprickspetsplanet.

Resultaten visas i tabell 4.12-4.13 och fig. 4.71-4.73 d&r motsvarande
uttryck f&r den gasfyllda cirke!bdgsprickan medtagits for jémfdrelsens

skull, se fig. 3.13 och (3.214) - (3.216), de betecknas med prim.

| tabell 4.12 och fig. 4.71 finns vérdena pa k'( ot ) och kz(c() samt kl'( ol )

och k2
bdde vinkelsprickan och cirkelbdgsprickan att vara identiska med den
plana sprickan varfoér k|(90) = kl'(90) = | och k2(90) = k2'(90) = 0.
Nar o = O blir vardena f&r cirkelbdgsprickan bada kl'(O) = k2'(0} = 0.

'(k) som funktion av halve sprickvinkeln & . Nir o = 90° kommer

Men f&r vinkelsprickan som i grdnsen bildar en plan spricka av halva l&ngden
mdste gdlla dels kz(O) = 0 eftersom skjuvspdnningen &r noll i symmetriplanet
och dels kl(O) = 0.5 d& summan av energigradienterna for de sammanfal lande
spetsarna i grénsen mdste vara lika stor scm energigradienten f&r ena spetsen
pa den plana sprickan med halva I&ngden mot ndr o& = 90°. Gradienterna

beror kvadratiskt av spdnningsintensitetsfaktorerna och da kZ(O) = 0 medfor
det att kl(O) = 0.5. Kurvornz i fig. 4.71 visar en god dverensstiémmelse

mellan kz(cx) och k,'(X) dver hela intervallet medan kI'( o), vérdet for

2
cirkelbégsprickan, med minskande sprickvinke! snabbt b!ir mindre &n

vinkelsprickans vérde kl( o).

.
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yérden pé& den froliga tillvéxtrikiningen (PO(tx) och q%'(0<) finns i

tabell 4.12 och kurvor i fig. 4.72. FOr den plana sprickan, & = 900,

ir sprickspetsplanet den troliga tillvéxtriktningen. Badde vinkel- och
cfrkelbégsprickan tenderar att plana ut vid tillvéxt da Cpo(<x) och

P ') > 0 nér &+ 0 och 60°. Vid smd avvikelser fr3n den plana sprickan,
o = 90°, &r <@ sd stor att den med en gdng planar ut helt och hdllet dvs.
%z = G0-& . Med minskande sprickvinkel &r detta inte ldngre fallet da

%B < 90- A . <-{’O(O() har ett stdrsta virde ndr o = 35° och f&r mindre
sprickvinklar minskar tendensen att plana ut snadbt.

Den numeriska noggrannheten tycks vara tillfredsstéilande fér o = 400,

mindre &n en enhet 1 3:e siffran ndr o> 60° for kl( &) och kZ(CX).
Nar o < 40° diremot blir den snabbt simre vilket bdr ses mot den approxi-
merade konturens utseende, se fig 4.13-14.  Avvikelsen mellan volym-

k
3:e siffran nar o > 40°. Man inser att vo(90) = vk(90) = | och att

vardena vO(d) och v. (o) i tabell 4.13 &r ocksd mindre &n tvd enheter i

vo(O) = vk(O) = 0.25. Kurvor fdr bdda spricktyperna visas i fig. 4.73.

Av fig. och tabeller syns att cirkelbdgsprickan &r en mycket god approxi-
mation av vinkelsprickan ndr sprickvinkeln &r nara 90°. Om man tolererar
en avvikelse mellan j8mférlica storheter pd 104 f6r de bdda geometrierna

s8 galler den ned till &« = 60°.



abell 4.12:

sprickans froliga utbredningsrikining relativi sprickspetsen ¢ (x)

for vinkelsprickan under utbrett inre dvertryck och motsvarande for

De dimensionsi&sa spdnningsintensitetsfaktorerna kl(m) och kzux) och

140.

cirkelbdgspricksn. N = 30.

'inkelspriékan:

o 0 10 20 30 40. 50 60 70 80 90
;l«X) 0.500l - 0.735 0. 539 0.702 0.777 0.853 0.930 0.981 1.00C0

() O.OOOI - =0.124 | -0.225| -0.223| -0.224 | -0.202 | -0.155 }|-0.085 0.000
plec) | 0.0 - 8.2 |34.3 |30.3 |28.3 |24.2 |18.0 9.7 0.0
irkelbagsprickan:
;ll(w) 0. 000 0.094 0.211 0. 347 0.4%4 0.644 0.784 0.898 0.974 1.00C
bl(u), 0.000 |-0.079 -0.148 | -0.200 | -0.231 | -0.234 | -0.210] -0.159 |-0.084 0.000
p l(«) 53. 1 50.3 47.0 43.2 38.7 33.3 26.7 18.9 9.9 0.0

¢ orimliga varden for N = 30

| upskattade grédnsvarden

‘abell 4.13: Den dimensionsl|®sa gasvolymen vo(«)'och kaa) for vinkelsprickan under

utbrett inre dvertryck och motsvarande for cirkeibégsprickan; N = 30.
rinkelsprickan:

(o4 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
'o(u) 0.250| - 0.760 | 0.35l 0.544 | 0.652| 0.776| 0.889 | 0.970 1.000
fk(«) 0.250I - 0.556 | 0.397 | 0.543| 0.654| 0.776| 0.88% | 0.970 1.000
lirke Ibdgsprickan:

' l(9() 0.000 | 0.036 0. 131 0.267 | 0.427 ) 0.595| 0.753| 0.884 | 0.970 1.000

O -

k orimliga varden fér N = 30

| upskattade gransvarden
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143,

F&r cet sista belastningsfallet har enbart spénningsintensitetsfaktorerna
KI och KII ur (3.235) bergknats och de redovisas med den plana sprickan

med centralt angripande krafter som referensgecmetri . torheterna k‘

och kz erhdlles ur

kl(O() KI(d)/KIO,K = F/VTta

To
(4.20)

kz(o() KII(d)/Klo

och ur dessa fads &ven sprickans troliga tillvéxtriktning qg réknat

moturs relativt sprickspetsplanet, se (4.19). Resultaten finns i tabell
4.14 och fig. 4.74-4.75 tillsammans med cifkelbégsprickans vdrden. Den
numeriska noggrannheften synes vara mindre &n ndgon enhet i andra siffran

for k (&) och ky(X) ndr o > 40°,

| fig. 4.74 finns spdnningsintensitetsfaktorerna kl( o) och k2(ci) som
funktion av halve sprickvinkeln o . B&de vinkelsprickans och cirkelbdg-
sprickans vérden visar ett likartat befeende. | grédnsen till den plana
sprickan, o = 90°, géller k|(9o°) - kl'(QOO) = 1. och k2(9O°) = kz'(90‘3= 0.
k'(d) och kl

sprickan resp. & = 19.5° for cirkelbdgsprickan upptréader den slutning av

1(&) - virdena minskar med & och nar & = 25° f&r vinkel-

sprickspetsen som omnédmns i avsnitt 3.7.2 och dven upptratt fér de bdgge

andra geometrierna. Det finns alltsd en minsta medelpunkTsVinkel

2d

min =~ 50° f&r vilken en vinkelspricka kan drivas tillvdxa med Sppna
spetsar under inverkan av cenfralt angripande krafter. En jémfdrelse med
cirkelb3gsprickans vérden, se Ouchterlony /17/ fig. 7, visar atf om belast-
ningen utgdrs av ett partiellt inre overtryck i stdllet kan gasen fylla ut
dnda till halva‘sprickan utan att 2 A min minskar med mer n c:a 10°. Detta

sr storleken pad den &dncring i 2d som 3r betingad av skillnaden i

geometri mellan vinkeisprickan och cirﬁé?bégsprickan;

B&da geometrierna visar samme tendens att plana ut vid Tillvéaxt, se fig.
4.75 dér den trciiga fillvéxfrikfningenQ%ﬁ ®) visas. For béde‘ﬂo(d )

och CPO’( x) géller att %g,tPo' > 90- & och att de antar stdrst mdjliga
vérden, <P0,<Po’ = 70.530,‘jusf nér spetsarna sluts. Man kan sdga att
kvalitativt Sver hela det aktuella vinkelintervallet s& &r cirkelbdgsprickan
en battre approximaticn till vinkelsprickan ndr .belastningen utgdrs av
centralt angripande krafter &n n&r den utgdrs av ett utbrett inre 6ver+rqu

som i avsnitt 4.6G.



Tabell 4.14:

144,

De dimensions|dsa spanningsintensitetsfakiorerna kl(«) och kz(m)
samt den troliga utbredningsriktningen relativi sprickspetsen

qZ}a) for vinkelsprickan med centralt angripande kraffer och

motsvarande for cirkeibagsprickan. N = 30.
vinkelsprickan:

o 20 30 40 50 60 70 80 90
kl(a) - 0.226 | 0.340| 0.536 | 0.710| 0.855 0.955 [.000
kz(«) - -0.979 | -0.917 | -0.796 | -0.646 | -0.459 | -0.239 | 0.000
‘Po(cx) - 66.2 63.6 58. 4 51.6 41.7 25.4 0.0
cirkelbégsprickan:‘
kll(u) O.OOO| 0.400 | 0.613] 0.758| 0.865| 0.940}| 0.985 . 000
kzl(«) 2.067l I.386 l.0l1 0.751 0.542 | 0.353 | 0.175 | 0.000
q;'ax> 70.5 I 65. | 59.5 53.0 44,9 34.0 19.0 0.0
% virden saknas | x = 19.47°




fig 4.744+75

45.

L

S

| _Buiupyuixeay)

.OMU

i
|
i

i} 5

|
011

.mchogw?wmﬁmcmum_mmcwccmmw vy

]
|

Spanningsintetsfaktorer och trolig tillvaxt-

riktning for vinkel- och cirkelb

sprickan

ag

-

med centralt angripande krafter

/

b : .- B B
B

i
¢

i
f : ) \ e Sy
: : ! : i

£

4

4

4

09 | '0¢ Y

. ., 4 w/ T
o “un
B Uy
...“” Au } =
T o
RN P
| ! H H
R EEae |- S
A I
AS m i P
* N - “ o
[ . -
\ ! .
| S N SO
: i b
PR
1 b
I
1 Ch

i
1

_;ovmx al.\(n::x: 3 = cira

SO ST U SR

REPE TSN UPYSS SSuEN «’Itill PR T



5. Referenser
I. Muskhelishvili, N.I.
2. Persson, A.
3. Kutter, H.K.
4. Kutter, H.K.
" 5. Darwin, C.
6.  Andersson, H.
7. Bowie, O.L.
8. Bowie, O.L.
9. Abramowitz, M.,
Stegun, |.A.
10. Ryshik, .M.,

Gradstein, I|.S.

Westmann, R.A.

146.

Some Basic Problems of the Mathematical
Theory of Elasticity.- .
Nordhoff, Groningen (1953), (1963).

" Plana tillstdnd inom elastcmekaniken.-

CTH inst. f6r hallfasthetsldra publ. nr
17, (1965).

The Interacticn Between Stress Wave and
Gas Pressure in the Fracture Process of
an Underground Explosion in Rock, with
Particular Application to prespliiting.-
PhD thesis Univ. Minn. (1967).

Stress Analysis of a Pressurized Circular
Hole with Radial Cracks in an Infinite
Elastic Plate.-

Int. J. Fracture Mech., vol 6 s 233-247
(1970).

Some Conformal Transformations InvoIVing
Elliptic functions.-
Phil. Mag., vol 41 s I-11 (1950).

N~

Stress Intensity Factors at the Tips of
a Star-Shaped Contour in an Infinite
Tensile Sheet.- )

J. Mech. Phys. Sclids., vol 17 s 405-417
(1969).

Analysis of an Infinite Plate Containing
Radial Cracks Originating at the Boundary
of an Internal Cicular Hole.-

J. Math. Physics, vol 35 s 60-71(1956).

Rectangular Tensile Sheet with Symmetric
Edge Cracks.-
J. Appl. Mech., vo! 31 s 208-212 (1964).

Handbook of Mathematical Functions.-
Dover, N.Y. (1969).

Tables of Series, Products and Integrals.-
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,

‘Berlin, DDR (1963).

Pressurized Star Crack.-
J. Math. Physics, vol 43 s 191-198 (1964).



20.

21.

22.

Williams, W.E.

Ouchterlony, F.

Sih, G.C.,
Paris, P.C.,
Erdogan, F.

Sih, G.C.,
Liebowitz, H.

. Ouchterlony, F.

Ouchterlony, F.

Rice, J.R.

Ouchterlony, F.

Rooke, D.P.,
Sneddon, I.N.

Stallybrass, M.P.

Emery, A.F.,
Walker, G.E.,
Williams, J..A.

147.

A Star-Shaped Crack Deformed by an
Arbitrary Internal Pressure.- ’
Int. J. Engng. Sci., vol 9 5 705-71i2

(1971).

Betydelsen av gasens férdelning i en
plan spricka.-
Rapport DS 1970:50.

Crack-Tip, Stress-Intensity Factors for
Plane Exftensicn and Plate Bending
Problems. -

J. Appl. Mech., vol 29 s 306-312 (1962).

Mathematical Theories of Brittle Fracture.-
Fracture: An Advanced Treatise, vol 2
Mathematical Fundamentals, ed H. Liebo-
Witz s 66-192 - Academic Press N.Y. (1963).

Spénningstillstandet kring en helt eller
celvis gasfylld plan spricka som |igger
l&ngs en fri yta.-

Rapport DS 1971:22.

Om en slutningseffek? som upptréder for
cirkelbagsprickan och sprickutbrednings-
riktningen vid pallsprangning.-
Rapport DS 1972:7. :

Mathematical Analysis in the Mechanics of
Fracture.- _

Fracture: An Advanced Treatise, vol 2
Mathematical Fundamentals, ed H. Liebo-
witz s 192-314 - Academic Press N.Y. (1968}

Diskussion om sprickutbredning f&r en
plan spricka i ett sprott material under
inverkan av ett inre gastryck.-

Rappert DS 1972:4.

The Crack Energy and the Stress Intensity
Factor for a Cruciform Crack Deformed by
Infernzl| Pressure.-

int. J. Engng, Sci, vol 7 s 1079-1089 (1969).

A Pressurized Crack in the Form of a Cross.—
Quart. J. Mech. Appl. Math., vol 23
s 35-48 (1970).

A Green’s Function for tha Stress-intensity
Factors of Edge Cracks and It”s Application
to Therma! Stresses.- ASME, Journal of
Basic Engineering, Trans ASME, Series D,
vol 91 s 618-0624 (1969).



23.

24.

25.

Bueckner, H.F.

Persscen, P.A.,
Lundborg, N.,
Johansson, C.H.

Knauss, W.G.,
Palaniswamny, K.

Andersson, H.

148.

Weight Functions for the Notched Bar.-
ZAVM, vol 51 s 97-109 (1971).

The Basic Mechanisms in Rock Blasting.-
Proc. Sec. Cengr. Int. Soc. Rock Mechanics,
Subject 5 no 3, Beograd (1570)

Propagaticn of a Crack under General,
In-Plane Tension.-
Int. J. Frac. Mech. vol 8 s 114-117,(1972).

Erratum till /6/.-
J. Mech. Phys. Solids. voi 18 s 437,(1970).





