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Sammanfattning

Rapporten innehdller en analys av hur spénningstillstédndet kring en plan
spricka paverkas av en fri yta som ligger parallellt med sprickan. Belast-
ningen utgdrs av ett konstant inre Gvertryck som helt eller delvis fyller uf
sprickan. Eftersom huvudsyftet med arbetet &r att ge underlag till en be-
démning av hur den fria ytan inverkar pd sprickbilden och sprickutbredningen
vid pallspringning med en utbredd laddning och dérmed ocksd &ka férstdelsen
fér spréngningsforloppet berdknas f&ljande storheter: spdnningsintensitets-
faktorerna, riktningen fdr stdrsta tangentiell dragspé&nning i sprickspetfsen,
sprickbredden och gasvolymen beroende av f&rsattning dvs avstandet till den
fria ytan och gasens fyllnadsgrad dvs lastens utbredning. Resultaten
presenteras i tabeller och figurer.

Det finns &ven mdjlighet att pd grundval av analysen och en enkel fdrandring
av ett datorprogram som finns i rapporten berdkna spénningstillsténdet kring
en spricka i ett flerskiktat material. Detta bdr vara av infresse f.ex. for
studier av brott i olika typer av spréangfogade kompoundmaterial.
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2. Teckenfdrklaring

Qv

Airy’s spanningsfunktion i rektangul&ra koordinater

Ox 8y = normalspédnningar

'ny = skjuvspanning

A = Laplaceoperatorn

F{f(x)} = Fourierintegralen av en funktion f(x)

?(s) = Fouriertransformen av samma funktion

¥c’¥s = Fouriercosinus- och Fouriersinustransformerna
AI—A4 = konstanter

f’x =  kommat uttrycker derivering i den variabel som utgdr index
Ux’My = forskjutningar ,

E = elasticitetsmodul N/m

v = Poisson’s tal

A-D = konstanter

o = 3-4y vid plant deformationstillsténd (P.D.)

p = gastryck N/m2

a = halva sprickladngden om

b = halva gasutbredningen m

h = f&rs&ttningen el, avstandet till den fria ytan m
f ,f2 = kontinuerliga dislokationsférdelningar

S = Dirac’s deltafunktion

index *#= anger definitionsomrade

hH-h22 = influensfunktioner i sp&nningsuttryck

kll—k22 = k&8rnfunktioner i integralekvationen

Tn,Un = Tschebyscheff-polynom av n:te ordningen

An = koefficient i serieansats

Hn’Gn = funktioner som innehdller k&rnfunktionerna

Pn = koefficient som beror av lasten

an’an =  koefficienter som beror av Hn’Gn

FH-F22 = funktioner som ingdr i kdrnfunktionerna kll—kZZ
ﬂn(s) = Bessel funktion av férsta slaget och ordning n
{M = koefficientmatris av o&ndlig storlek

MmJ = element i {M} s myj = 1,2,..,

fE} = enhetsmatris

A = vektor av oédndlig storlek vars element &r An,n = 1,2,.
P = lastvektor vars element &r Pn

Pz(x) = polynom av andra graden

Dn = koefficient som &r besl&ktad med An

KI’K = spanningsintensitetsfaktorer mod | och Il N/m3/2



index oo

M(x)

i}

riktningen for stérsta tangentiella dragspdnning i sprick-
spetsen

sprickbredd m

gasvolym m3/m

fyllnadsgrad el. relativ lastutbredning
anger normaliserade storheter

anger referenstillstadndet mycket stor fbrséTTning,g-x>
momentfsérdelning Nm/m

elastisk energi  Nm/m

yttréghetsmoment m4/m

borrhdlsradie m

term i numerisk kvadraturformel

relativfel vid numerisk berdkning av Mmj
forkortning av differentialekvation

- plant deformationstillstand
== plant sp&nningstillstand

=M randvil | kor



3. Analys

3.1 Fourierfransformering vid plana tillsténd
Férsdk att |8sa randvérdesproblem inom elastomekaniken resulterar
vid plana fall och tredimensionella fall med rotationssymmetri
ofta i integralekvationer /9/. S&rskilt vid plana fall dar det
ar naturligt att arbeta i rektanguldra koordinater har Fourier tran
formering kommit till anvandning. Manga exempel pd det finns i
ett Sversiktsarbete av Sneddon och Lowengrub /10/. | det f&ljande
skall Fouriertransformeringen vid plana tillstdnd presenteras

narmare.

Airy”s spanningsfunktion @(x,y) definieras sa att de allmédnna

jémviktsekvationerna blir uppfyllida.

- ‘3%@

Oy = 22
y
o, = _afg (3.1
Y Ix
__ %
L Cy™ " oxay

For ett linjart elastiskt material resulterar insdttning i de
allménna kompatibilitetsekvationerna i den biharmoniska diffe-

rentialekvationen (D.E.)

AAD=0 (3.2)
Fouriertransformering, se appendix |, av denna i x-variabeln
ger

00 _ 2 o
jA@e"SX ax = (&, - D2 D (y,9) = 0 (3.3)
o0 dy
Den allmdnna |&sningen till den linjdra D.E. med konstanta
koefficienter i Airy”s transformerade spdnningsfunktion
o~
Oly,s) &r
Gy, = (A () + AL (s)yre™™ (A5(s) + A, (s)y)e® (3.4)

Konstanterna AI—A4 bestdms av randvillkoren (R.V.). For att

erhdlls dessa transformeras uttrycken for spénningarna



[ ~ ~
O'y(y,s) = - szé(y,s)
~ ~
| T D,y (3.5)
'ny(y,s) = - is@,y
o~
Inverstransformering ger spédnningarna uttryckt i @
0 Y .
oy(x,y) = 1 -(52@()/,5)6|SX
|
0 (%,y) = -2—7‘[@ (3.6)
°0 ~
'ny(x,y) = - is CD

Hooke”s lag ger fdérskjutningarna for plant deformationstill-
stand (P.D.)

|
E u, (x,y) = *” J[(I v)cD

(3.7)
ISX

o0

|+y 2 2

E v, 06y) = J'[(l-wq),y +(¥-2)s CD ]
~od

For en geometri med belastning som &r symmetrisk kring y-axeln maste

@(x,y) vara en jémn funktion i x varfoér

diy,s) = 2d . (v,s) (3.8)

Spanningar och forskjutningar kan dd uttryckas i Fourier=
~

cosinustransformen CI)

r [ = g ( (
Gy(x,y) = c cossxds
2
} O"x(x,y)= %I@ ¢,y cossxds (3.9)
)
20 B o
’cxy(x,y) "X j §@C,ys|nsxds
2 i ) ® 2 2%
- __2(1=+y j _ sinsx
Eu (x,y) = —=o [c1 v)cpc’yywSQC] == ds
° (3.10)
A
V) ° F
_ 201+ a _ / COSSX
! Evy(x,y) =R £f_(l V)(Dc’yyy+(2 Y) s%c,y]———52 ds

Integranden i fdrsta integralen i (3.10) har samma form som (3.4)



varfdr man som Erdogan och Gupta /7/ lika gérna kan ta f&ljande

uttryck som utgdngspunkt fér insédttning i R.V.
00
U (x,y) = 7—%— g{(A+By)e_Sy+(C+Dy)eSy] sinsxds (3.11)
o

Avriga uttryck for spénningar och férskjutningar erhdlles som

o0

_2 2 3157 —((cepyy- & Sy}

vy(x,y) = Kg{((A+By)+ < Ble {(,C+Dy) S D] e~ ’fcossxds (3.12)
o

och

. 0

£V g (X,y) = %X{—[S(A+By)+2(I-)))B]e-sy—[s(C+Dy)-2(I-V)D]esy}cossxds
© (3.13)

00
1+y @xy(x,y) = :rz-tg{-[s(A+By)+(I-ZV)B]e—Sy+[s(C+Dy)-(I—2V)D]esﬂsinsxds
Uttrycken (3.4), (3.8)-(3.10) eller (3.11)-(3.13) r&cker for att uttrycka

R.V. Sambanden mellan konstanterna A|—A4 och A-D ges av

ke’ -2(1-
(A = —g= [sA,-201-7)A, ]
D)
B=—5sA, (3.14)
_ 1y -
C = -ZTE—[S A3+2(| )])A4]

|+
D=7 s Ay

| avsnitt 3.2 utnyttjas dessa samband till att stdlla upp en integral-

ekvation f&r den aktuella geometrin sdsom Erdogan och Gupta /7/ gjort.



Den geometri som skall studeras framgdr av fig. |I. Det &r en
helt eller delvis gasfylld plan spricka som ligger vid en fri yta

i ett linjart elastiskt material.

Y
S Y Y Y (b,0)
+ ;i:(’{ R %Xr’?fx X
TR PRI ™ (a,0)
S_
Y YYYYYXY XYY Y ¥ Y M Y Y Y Y YYXY
(0/_/7)
Fig. |

Geometrin delas upp i tva skikt S, och S_ definierade av

S : yel[0 ) xe(-a,0)

+

(3.15)

S_: yé€&[-h,0]x€ (-a,0)

Uttrycken for spédnningar och deformationer (3.11)-(3.13)
innehdller d& 8 okdnda konstanter, 4 for varje skikt. De R.V.

som dessa skall tillfredsstalla ar

1.2 limo S, =0
y Xy
y >0

3. 0‘y+(><,0) cry' (x,0) (3.16)

4. T T(x,00 =T “(x,0)
Xy Xy

5.6 0 “(x,-h) =T "(x,-h) =0

- 4 xy

allts& dels att spénningarna skall vara begrénsade nar [y|>,
dels jdmvikt i grénsytan mellan de tvd skikten y = o och slut-

ligen att den fria ytan y = - h skall vara obelastad.



9.

For att erhdlla de tva ytterligare R.V. som krévs inférs kontinuer-—
liga symmetriska dislokationsférdelningar fZ(T) och f|(+) beldgna
vid x = t 1 grénsytan y = o mellan sikten. Gréansytan férutsdtts

i ovrigt vara hel, se fig. 2.

. hft)
i -+—
i R X
! x=t
! ()
} ,_i_. ’’’’’’ -L— \\l >
- g X
Fig. 2.

Med Dirac’s deltafunktion & (x-t) definieras dislokationsfdrdel-

ningarna pd x-axeln

9 ot il _
1. U=y 1=t &1 ,ix< a
(3.17)
Q2 [v™-vyv]- -
8. ax["y vy] f (1) §x-1) , X% a
P3 resten av x-axeln gé&ller som ovan sagts
2] LA
7 gg[ux UX]-O ,Ixl > a
(3.18)
2 + -1 _
8 ™ [Vy vy ]=0 ,IxI>a

Med (3.17) och (3.18) &r de tvd sdkta R.V. uttryckta i dislokations—
férdelningarna fl och f2 vilket utgdr en alternativ beskrivning av

den last som paverkar kroppen. fl och f2 har foljande egenskaper

f' (-t) = fl (+)
J (3.19)
] f2 (-t) = - fZ(T)
och
a
+ -
t& -u o= J-fl(x)dx = 0, [x]ya
) -a (3.20)
vt v af
SR R Bt L

-a



Med beteckningar ur (3.11)

o0
ux+(x,y) = %% g[(A++B+y)e_5y+(C++D+y)esy] sinsxds (3.21)
(0]
ger R.V. | och 2
C =D =0 (3.22)

Fouriertransformering av (3.13) ger med R.V. 3-6

-~

-[s(A_-B_h)+ X;l B_]eSh + [-s(C_~D_h) + 3%-'- D_]e_Sh =0

' (3.23)
-[stA_-B_h)+ ";' B_]e*" + [stc_-p_m -’% p.Je™*" = 0
och
“[sA_ + X;I 8]+ [ sc_+ X;I 0] - - [SA++X; 5.1
(3.24)
“[sa X;' 8]+ [ sc_-a% 0.1 - [sA~ X;l .1

Derivering av (3.11) och (3.12) samt Fouriertransformering ger

med R.V. 7 och 8
5!"(/%+ - A_-C_1l=f cosst
(3.25)
S(A, - A_-C_) +A(B, -B_-D)) =~ f, sinst

Uttrycken (3.231-(3.25) ger konstanternas vdrden men de enda som behdvs

fér att uttrycka spdnningarna pad grénsytan &r A, och B, ty

[ |+y v+ 3(+| -sy
£ o‘yc (y,s) = (sA + > B,Je
) (3.26)
+Y X+ _ K- -sy
e Chye (19) = GA #5558 e

R&kningar dir &vriga konstanter elimineras och den oberoende variabeln

T infdrs ger

[ I v o (e £ ()eh (s e SV E ()
E Jyc V7% 12 | 12" 2

4 (3.27)

[+Y
E

~ + _ ~ =Sy ~ -sy
txyc (y,s,T) = hzfsl‘r)e f'(‘r)+h22(s|+)e fz(T)



dar

hll(slf) = - ZSZhZe_ZShcossT
N2 L [(26Zh%2sh+ 10672917 sinst
1 (3.28)
~ -
hy (s, 1) = [(252h2-25h+|)e ZSh—I] cosst
L F22(5|+) - 26%h%e725N sinst

Inverstransformering ger |iknande uttryck

,

ey o+ i
20 TGy, =y Oy (D 060y, D)

* (3.29)
Y m TGy t) = he (Y, F) () +hoo (6, y, T o0 (1)
E xy YTl g GV, 2277 YT

\V

som kan anvdndas som Greenfunktioner for att uttrycka spdnningarna

i materialet.

Utnyttjas detta erhdlles med tryckférdelningen p(x) pé& sprickranden.

a a
' 2 f(+)dt
4(1-v %) 1 ("2
- ) = g KT + S[kll(x]‘r)fl(+)+k|2(x1+)f2(+)]dT
-a -a
(3.30)
a a
£ (t)dt
0.t g | +S [ Ky O D) | (D ek, gD, (D] dt
T t-x

- a a

ett system kopplade singuléra integralekvationer i dislokationsfdrdel-
ningen fl och fz, se appendix 2. For tryckfordelningen p(x) galler

enligt forutsdttningarna

p |x] £ b, 0<b £ a
p(x) = (3.31)

O x| > b

och kdrnfunktionerna ges av



o0

X | 22 -2sh
kll (x,t) = I g 4s“h”e coss(t=-x)ds
©0
Ko (x,t) = - %ﬁ(ﬁ + (I+25h)2]e-25h sins(t-x)ds
(o)
0 (3.32)
| 21 =2sh .
k2| (x,t) = - 7n [I +(1-2sn)“]e sins(t-x)ds
0
k22 (x,t) = - kll(x,f)

For att underl&tta den fortsatta analysen gors ett variabelbyte
enligt (3.33), ldngddimensionen gérs dimensions|&s med sprick-

|&ngden

S (3.33)

Inférs detta i (3.30) och 3.32) kommer om primbeteckningen slopas
endast integrationsgrédnserna att &ndras i (3.30) och kdrnfunktioner-

na ofdrandrat kunna skrivas som i (3.32)
| |

- 2 f(+)dt
_ 4= L 2 j
———p(x) = & S————T_x + [kll(x,'r)fl(+)+k|2(x,+)f2(’r)]d+
-1 -1
) (3.34)
[ l

fl(T)dT

S
L 0 = (= + [ Dy 0on thekgy, 00010 ] ar
-1 -1

dar

o
AN
oo
[N

p x| =

p(x) = (3.35)

ojo o|lo

0 x| >

| avsnitt 3.3 skall (3.34) |6sas med den metod som Erdogan /8/
samt Erdogan och Gupta /7/ utnyttjat.



3.3

Genom variabelbytet i avsnitt 3.3 ligger sprickspetsarna nu i
x = 1. Singulariteten i fl och f2 ar av typen (I-TZ)_l/2
vilket &r viktsfunktionen pa (-1,1) fér Tschebyscheffpolynomen
av forsta slaget Tn(+). Den inverterade singulariteten (I-TZ)'/Z
dr viktsfunktion pd samma interval f&r Tschebyscheffpolynomen av
andra slaget Un(T). Bdda polynomsystemen &r fullsténdiga pa

intervallet. Se vidare appendix 3.

Mot bakgrund av dislokationsfdrdelningarnas symmetriegenskaper

och (3.20) gérs en ansats som bevarar singularitetens karaktéar.

) o9
-
fo(H) = - =P > A, T, (+)
aci-v2 = Zn 2n
n=1 (3.36)

Q0
E Tt
f () = - —/—= A Ty (D)
4(I—x)2) 2 |-t 2n-1 " 2n-|

n=|

Utnyttjas sambandet (Al7) inses att
|

I %)
lj fQODaE 2y ZA Lo
T T=x E 2j "2j-

ey -

J=1 (3.37)
| |
: 00

lj DG 52, o
= Tox E 2 : 2j4Y2j-2
S =1

Liksom ovan kan 8vriga termer i (3.34) skrivas pd serieform
o'

Z‘[AJ 00+ Ay UZJ._Z(X)]

J=1
4 (3.38)

o0
0= Z[AJ.GJ.(X) * Ay UZJ-I(X)]

J=1

p(x)/p




Funktionerna Hj(x) och GJ(X) definieras av

A I kll(x,T) Jémna j
HJ(x) S T (t)

-1 k 2(x,+) udda

. (3.39)
I

kK, (x,1) Jjémna j
6] () K { 2| l } T, St -, 2,
kyp O, | udda \[|_:2
1/2

Om alla led i (3.38) multipliceras med (I—xz) och integreras

dver [-I,I] erhalles med utnyttjande av ortogonautetssambandet (Al6)

. 00
- An+| Jjamna n
Pn = + ;E: QH' A
0 udda n J

J=1

(3.40)
Q
0 Jjémna n Z{:
- +y R, A.,n=2¢, I,
0 {_A udda n } e
n+| .
B J:' )
dér P, Q . och R_. definieras av
n” “nj njJ
I
. 2 _ 2
Py = 2 S pOAU_ 6 VI = xZdx
-1
(3.41)

{ }_ 2 ‘gikl(x)} U ) JI=x%dx , n=0,1,...
_ﬁ n
G.(x)

- n' I

(3.40) utgdrs av tvd odndliga ekvationssystem vars |8sning ger koefficienter-

A..
na j

De integraler som definierar Hj(x) och GJ(x) uppfyller vilkkoren for att
integrationsordningen skall fd bytas, se appedix 4. Med de trigonometriska

additionssatserna och symmetfriegenskaperna for Tn(T) erhdlles med beteck-

ningarna
[ F,, (2sh) = (2sh)?
Fup (2sh) = = [1 +(1+25n)7] (3.42)
) 2
Fop (2sh) ==[1 + (1-2sh)7]
| Fpp (2sh) = - (25h)?




o0 [
r _ 1 -2Zsh sinst
HZJ—I(X) = o .f F\ e cossxds j TZJ_|(+) dt
-1 2
. o -t
) (3.43)
00 [
| -2sh cossTt .
bHZJ(X) i I FII e cossxds j TZJ(T) —dt, j = 1,2,...
o -1 I-TZ

De tvd integralerna éver[-l, l] kan utfryckas med Besselfunktioner,

se appendix 5.

i 0
’sz_l(x) = i%llﬁ | g F|2(25h)e_ZSh ﬂzj_l(s) cossxds
(3.44)
j o
LHZJ(X) = L%Ll f Fll(Zsh)e_ZSh sz(s)cossxds, J=1,2,...
o
For Gj(x) erhdlles pd |iknande s&tt
rGZJ_I(x) = i:%lg | foQFZZ(Zsh)e_ZSh JZJ—I (s) sinsxds
o
1 (3.45)
-1 2
~GZJ.(x) = (él) j. F2l(25h)e_ZSh JZJ(s)sinsxds, Jg=1,2,...

o
Liksom for Hj(x) och Gj(x) ar villkoren f6r att integrationsord-
ningen i uttrycken foér an och an skall fd bytas uppfylld med
(3.44) och (3.45). |Integralerna over [-1,1] f&r formen
!
o~ 2

Qn,j S U, (x)cossx \ 1-x"dx

-1

I
an ~ S Un(x) sinsx \/I-x2 dx
) -

och &ven de kan uttryckas med Besselfunktioner, se appendix 5.

Ur (3.46) inses att an = 0 for udda n och att an = 0 for jémna n,

(3.46)

(3.40) blir hérigenom ett o&ndligt ekvationssystem i koefficienterna
Aj dar varannan ekvation best&ms av Ovre raden i (3.40) och varannan
av undre raden. Uttrycken for an och an blir
n -1
QZn,jN (=1)" 2 (2n+1)s J2n+|(5)

~ (-1 2(2n+2)s”] (s) (3.47)

J2n+2

Wneri T Ron i =0 =00,

R2n+I,J



| strdvan att uttrycka (3.40) pd matrisform noteras att index j
svarar mot kotumnnummer och att index n efter l&mplig transformering

kan fds att svara mot radnummer.

n - m—;' (3.48)

an och an far definiera en koefficientmatris {Mg med elementen
MmJ enligt
Qm—l,j udda m
mj

Rm-I,J jédmna m, m = I,Z,

De fullstédndiga uttrycken for an och an blir

. o0
coed ) -
Qg j = DR 2neny Hﬂz‘zsm B R O TR
s
FII(Zsh) Jjamna
(3.49)
o0
. j F,,(2sh) | udda j
_ L n+int(d) 22 -2sh ds
RZnTI,j = (=) 2 (2n+2)5{_ - .} e J2n+2(s)JJ(s)g—
F2](25h) Jémna j
o
Varfér M . kan skrivas n J
mJ . OfF udda udda
in+(m£l) ¥ inT(%& F|2 ="- jémn -2sh ds
Moy = D) AR J e () ()=
5 F22 Jé&mn udda
_ M s
4 F2| Jamn
(3.50)
m,d = 1,2,...

Den forsta termen i H.L. i (3.40) som svarade mot den singuldra delen i
integralekvationen kommer ocksd att definiera en koefficientmatris. Med
valda index m och j blir dess element = | l&ngs diagonalen och = O i

dvrigt, det &r alltsd enhe+sma+risen‘{E}.

Elementen Pn definierar en lastvektor IP, enl. (3.41) da p(x) &r en

jémn funktion blir Pn = 0 for udda n.

!
—L -_— 2 =
P = 75 {poau _ o \I-x? ax, m = 1,2,... (3.51)
-



7.
Koefficienterna Aj i serieansatsen (3.36) far definiera den sdkta

vektorn A dar

A= ALA, 0 (3.52)

Hela ekvationssystemet (3.40) skrivs sd@ pd kompaktast mdjliga form
[{m} + {EY]A-P (3.53)

| och med (3.53) &r A , dvs koefficienterna An i (3.36) i princip
k&nda och d&rmed dislokationsférdelningarnas utseende. Spdnningar och
férskjutningar &r dd i princip ocksd k&nda Sverallt med (3.29) och

uttrycken i avsnitt 3.1. Fo&r att berdkna spdnningsintensitetsfaktorer

sprickbredd, sprickvolym och riktningen fér stérsta tangentiel ! normal-

spdnning i sprickspetsarna rdcker det dock att kdnna A. Forst skall

|&sningens /A egenskaper studeras.



3.4 Ldsningens egenskaper

Av (3.42) och (3.50)-(3.52) framgar att i det o&ndliga ekvations-
systemet (3.53) beroendet av forsdttningen h enbart kommer in i imi
och att beroendet av lastens uthredning enbart kommer in i |P . Varje
element Mmj i {M} kan med (3.50) betraktas som en funktion av h.
Intfegralerna i (3.50) konvergerar |ikformigt for alla m ochjnér h>o,
vilket inses med Besselfunktionernas egenskaper, se appendix 6.

Dessutom &r {M} symmetrisk kring diagonalen i den meningen att

J—>

J Jml (3.54)

Det inses med schemat ovan och (3.42). (3.50) kan ocksd skrivas

o0
u bo=m [P (2sh)e 25N (s)d (s)-32 (3.55)
mj 2 m J s
o
dar P2 (2sh) &r ett polynom i 2sh av andra graden. D37

integralen &r |ikformigt konvergent och

lim e 22MLP(sh) = 0 (3.56)
h=> o0

inses att
l'im lejl =0 (3.57)
h o0

Elementen i {M} blir sdledes allt mindre for Gkande forsdéttning
h och (3.53) ger

lim A =1P (3.58)
h- 00

Med Bessel funktionen Jm(s) pa asymptotisk form f&r stora m

f61 jer ocksd, se appendix 6

lim IM ] =0 (3.59)
m-»e0

och d& géller ocksda med (3.54)
im M| = O (3.60)

J 2



Av (3.59) och (3.60) f&ljer vidare

him,Am = Pm (3.61)
m

D@ kan man genom att v&lja m tillrédckligt stort & A, aft med godtycklig

noggrannhet &verensstdmma med Pm och det faller sig naturligt att definiera
koefficienterna Dm

D =A-P,m=1,2,... (3.62)
m m m

vilka har egenskapen att de - 0 ndr h, meller j blir stora.



20.

Alla element MmJ i koefficientmatrisen {M} kan troligen uttryckas

i elliptiska integraler, se appendix 7, d&r uttrycken blir allt

mer komplicerade f&r vdxande m och j. H&r presenteras bara uttryck

for MII’ MIZ’ M2| och M22’

vdndas for ytterligare rakningar.

Uttrycken for Mmj 16d

i appendix 7 ndgra formler som kan an-

»e'ZShﬂm<s)JJ(s>9-

(3.50)

n J -
[ FIZ udda udda
. m=-1, . J o
int( > )+|n+(—§—)
MmJ = (-1) m J FII udda jamn
o F22 Jjémn udda
4
—F2| Jamn Jémnj
m,J = 1,2,...
ddr funktionerna F gavs av
o _ 2
FII = F22 = (2sh)
+ 2
Flor Fop = = [+ (1=2sh)7]
Med beteckningar enl. appendix 7
o0
_ -2sh
Spk S e 7N (s)J, (s)ds
o
m = |
h2+l
ger (3.50) och (3.42) uttrycket for MII
> 2sh, 2, .d
2,24 =2sh, < S
My = - g [2 + 4sh + 4s"h"Je 7774, " (s)—
o
som kan skrivas
ds
3 2 |
M|| = =1 + ZhSOO - 2hSII 4h™m I

eller uttryckt i elliptiska integraler

M+l —%%—Jl-m'E(m)

(3.42)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(.366)



Liksom for M|| erhdlles for M|2

')
g se-Zhsdl(s)JZ(s)ds

e}

_ a2
MI2 = = 4h

som med appendix 7 kan skrivas

ds
212 0 2 d
My, = 2h° —= = = 2h° —=(hS__ + 2hS, )

eller uttryckt i elliptiska integraler

M, = - 2 T B skm - & - DEm
nm
Vidare géller med (3.54)
My = =2 M),
Slutligen for M22
[-8]
_ _ 2,27 =2sh o, .ds
Myy = = 2 _I [2 - 4sh + 4s"h" ] e 7" 205272
O

som med appendix 7 kan skrivas

dSOO

dh

Mo, = -1 + hS__ + 2h
(0]¢)

2
29 + 2(1+8h )S|I+5hS

22

eller uttryckt i elliptiska integraler

_ o 21-m 212 176 o 124
Mo+l = =~ [(20 sl ;;7 IK(m)-(2 - 5=

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

. —lZ%)E(m)]

3m

(3.73)

| detta avsnitt har den dimensionsl|&sa forsdttningen enl. (3.33)

anvants, den skrivs i forts&dttningen g-.

21.
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22.

Sambanden mel lan spanningsintensitetsfaktorerna KI’ KII och

dislokationsférdelningarna f , f, ges av, se appendix g8

K = - i“'—g"z) Ja  dimVl=t4f ()

T = 2
(3.74)
401-v?) 7
K, =-———Tta PimyI=-1t7f (1)
L |
E + |
(3.36) ger efersom Tn(l) = |
00
K = pyra Z Aon-1
n=| (3.75)

0
Ky = pyma E: Aon
n=|

Den rikftning i vilken den tangentiella dragspanningen &r stodrst

ges av, se appendix 8, ?(} raknas moturs.

K 28K, 2 - K,
P, = - 2 afan )| (3.76)

Sprickbredden B(x) erhdlles ur definitionen p3 f)

fZ(T)dT (3.77)

X X
B(x)=V+—V—=J R
y y 9x =y y
-a -a
med det dimensionsl|&sa uttrycket for f2 i (3.36) erhdlles
X'
B(x") = - fBJ;;Xiil A L
E pa;E: 2n-| J’ Tzn_l(T) (3.78)
n=| =1
Integralen kan |&t+ I8sas med substitutionen t = cosu, d& fés

4(1-Y 2) R A sin(2n-1)arccosx!
E P 2n-| 2n-1

B(x') = (3.79)
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Gasvolymen V fés ur

b b
a
v - f B(x)dx = a j B(x")dx" (3.80)
_b _ E
a
dér insdttning av (3.79) medfor
b
2 A a
vV = A=y ) pa2 Zn-| sin(2n-1)arccosx'dx' (3.81)
E 2n-1
n=| b
a
En jamforelse med (3.51) och (Al4) ger
()
2 P A
_ 2=V ) 2 2n=1"2n-1
vV = ———-E—-— pa ————fﬁ—:l—' (3.82)
n=|
For den helt gasfyllda sprickan géller att PI = | och &vriga Pn =0
varfér volymen far den enkla formen
2
v = ERLEY ) a2 (3.83)

Som referensﬂ I'lstand infdrs dﬁn geometri dar fdrsdttningen &r
mycket stor, —>>| For Kl’ B( ) och V finns uttryck pd sluten
form, t.ex /2/. Med @ = =

r a .
Kloo = 2p\/-7—; arcs.lny

B, = 8“_ [‘/l— arcsing = ninn |

J (3.84)
8(|—\72 ’
Voo = pa [arcsunn? + 2!7 I-? arcmv;—Z? Inr/_]
- b
L 7 =3 Vé(O,I)
Med (3.84), (3.75) och (3.58) inses att
)
-2 Lo
ZPZn—I —“arcmy (3.85)
n=|

vidare med (3.79) att



o

24,
P, _. sin(2n-l)arccosy _ 2 /_ 2 cing -l
2n-| 5] 1 = l Y] arcsmr] r]m7]
n=|
(3.86)
och slutligen att
0 2
2n-1 _ 4 2 _n?2 . _ 2
E Zn-T - 12 [arcsuny) +20 VI D arcsinf) = 21 Inrz] (3.87)
n=|
Om (3.85) anvands for normalisering av koefficienterna An och Pn
(A, P)
\ 1 H
A, P )= ——T0 (3.88)
: n 2—arcsin
al 7
f&r ekvationsystemet (3.53) formen
! ]
[iv} ~ (E3]TA - P (3.89)
1
och nya koefficienter Dm kan definieras som i (3.62)
1 1 1
D =A =-P ,m=1,2,... ‘ (3.90)
m m m
1
dar Pm £4s ur (3.51) med (Al4) och substitutionen t = cosu
3 T:—f
|+ zf——Z——— , m= |
¢ arcsing
Pom-1 ~
sinZmarccosp _ sin2(m-l)arccosp( - <
2marcsingg 2(m-|)arcsim7‘ STt
1
(3.91)
1
PZm =0, m=1,2,.
Utnyttjas nu dessa samband erhdlles
0
1
KK = 1% 2.0 g0
n=|
) (3.92)

a 1 X !
K117Kl e =; A2n =Z P2n

- n

och uttryck for sprickbredden dar fryckférdelningen slutar och



gasvolymen

2n-1 2n—|

9 1 !
. Z Pon-1 D2n-l/ [, . 20 y1-9°_ 29°Ing ]

Vo = 2n- arcsinp arcsin“p

-

n=|

(3.92) och (3.93) &r uttryck som |&mpar sig f&r datorberdkningar

eftersom koefficienterna Dg med &kande n blir allt mindre. For
grénsfallen helt gasfylld spricka och mycket liten fyllnadsgrad

som svarar mot inverkan av ett gasfyllt borrhdl géller

[ B=-=0 = |
00
) V/V,,(,=AI
Lim B(R)/B(P)gg = K|/K|oo
ad
1im B =00
N0
4 limV =o0
?-)o
lim B(y)/B(y) = lim V/Voo
adel ?ao

Grénsfal let mycket liten férs&tining skall studeras sé&rskilt.

25.

o
rB('])/B(f])w - Z D ' sin(2n—|)arcc057/[\/l-72 - _L_-Larcl?inv ]

(3.93)

(3.94)

(3.95)



3.7

26.

Nar forsdttningen blir liten jémfdrt med sprickldngden,

2 << | s3d medfdr det att KI’ K||—>AO . En numerisk I8snings-

metod kommer att konvergera langsamt. F&r att f& en uppfattning
om hur KI och KII beror av 2 for smd varden pa variabeln betraktas
en geometri enl. fig. 3 med tvd plattor dar tjockleken H>> h.

a
- H
<YV /L LV L
NN NINNN
h
Fig. 3
Ldsningen Till detta problem (P.D.) kan erhdllas ur motsvarande

problem i balkteorin (P.S.) om f&ljande &ndring i materialvdrdena
E och Y gors
E

E(P.S.) » —

(P.D.)
|-y?

(3.96)

v
Y(P.S.) > =, (P.D.)

Bdde den elastiska energin U och utbdjningen under lasten &r
= (Hockleken)_3 sd att bidragen frén den dvre glattan kan

f&rsummas d8 H> h.

Genom att superponera elementarfall for den "elastiska linjen"

f&s momentfdrdelningen M(x)

382+b2 ]

- pb[x + &a a<x< -b

lpr.2_b .2 2
M(x) = -2-[>< 3, (3a°=3ab+3b Jixl €6 (3.97)
2.2
3a~+b
Lpb[x-—6a——-] b<x < a

som ger den upplagrade elastiska energin i materialet framfor

sprickan.

a

o 2

U = ZE_| J M= (x)dx (3.98)
—-a
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Sektionens yttrdghetsmoment/l.e | blir
o
|2

For helt gasfylld spricka och mycket |iten fyllnadsgrad fas

I = (3.99)

2, 2.5

[ -
U (Nm/m) = Al v3) 2 , b=a
I 5Eh
) (3.100)
2, 2.2 3
| Um/m) = ("))?)Ra , b =R« a
Eh
Den elastiska energin &r kopplad till KI och KII genom /1/
W_ 00 200D 2,02 (3.101)
da da E I Il :

lok

dér U, &r den 1 vardera sprickspetsen lokalt frigjorda
energin. Sambandet mellan den elastiska energin och V ges av
/2/

2U
P
For den helt gasfyllda sprickan fas med (3.84) och7= |

V = (3.102)

2 2 2 ,h.=-3/2
(3.103)
4 hy=3
V/ Vg =~ —|-5—n(g)
For inverkan fran ett gasfyllt borrhdl dér 1= §-<<I
K.,,O'V—Z& (3.104)
Van
erhalles
2 2 ~ [3TV  hi=3/2
\/KI + KII /Kloo 5 (-a—) (3.105)
Genom att hdnsyn tagits endast till materialet framfor sprickan

bér uttrycken i (3.103) och (3.105) ¥igga i underkant jamfort
med motsvarande utfryck frdn avsnitt 3.6 och de kan anv&ndas
Till en kontroll av den numeriska |&sningen. H&rmed &r

analysdelen avslutad.



4. Numerisk behandling

4.1

Varje element i {Mf bestdr av en oegentlig integral sver [0,0)

dér en produkt av Besselfunktioner ingar.

De kan uttryckas i full-

stédndiga elliptiska integraler men det inneb&r onddigt arbete.

28.

| st&llet anvands en kvadraturformel enl. Gauss-lLaguerre i vilken en

integral approximeras med /11/ kap 25.

’

n

zz; Wif(xi) + restterm

[«'2]
I e_xf(x)dx =
o

(4.1)

X, = i:te nollstéllet Till Laguerre-polynomet Ln(x)
(n')2x-
L W, = : ! , X. och W, finns tabel lerade
TR (RO |
n+l "
for direkt berdkning av elementen Mmj’ (4.1) kraver berdkning av f(x)

i ett andligt antal punkter X, och lampar sig f6r datorberdkningar.

Med formlerna i avsnitt 3.5 kan noggrannheten i summeringen kontrolleras,

vilket visas i tabell

4.1 for 12 termer i summan.

Tabell 4.1: Elementen M”—M22 och det relativa felet Zs"gvid den
numeriska berdkningen f&r olika 3
2 =My My, = 0.5 My, Y.
(3.66) 4.1 A (3.69)  (4.1) A, (3.73)  (4.1) Ay
1.0] 0.39200 0.39203 8.107°§0.06085 0.06083 4.10° %) 0.04148 0.04144 1074
0.6 0.60032 0.60043 18.1072 ] 0.09316 0.09326 11.10"%] 0.08453 0.08439 16.10™
0.2 0.86904 0.85822 13.107> ] 0.05990 0.05840 25.107>] 0.16786 0.17569 47.10""

Felet &r f6r~2

) . h
1.0 och 0.6 hdgst 2%o0 medan det for = = 0.2 kan uppgd +111 5%.Det

borde dka ndgot med véxande index pd elementen Mmj p.g.a. Besselfunktionernas

egenskaper, se (A42), men &r alltsd mindre &n 1% for % varden ner till 2-@30.3



29.

Med (4.1) kan dd elementen Mmj berdknas med kd&nd noggrannhet och en
approximativ |6sning till ekvationssystemet (3.53) eller (3.89) fas om
serieansatsen (3.36) avbryts effter 2N st termer. Denna kan gdras god-
tyckligt noggrann genom att vdlja N tillrdckligt stort. (3.89) far

formen
! |

(D} oeon * LB} opsand A o = P (4.2)
och kan |6sas med dator.

1
Talet N bestdms av hur snabbt koefficienterna Dm i (3.90) blir for-

sumbara genom villkoret

l DZN—"I < 0.001
K\ /K|
! (4.3)
O
‘ K—/K—|< 0.00|
117 oo

L
och i praktiken varierar dd@ N mellan 3 och 8.

Appendix 9 innehdller programlistor dver ett program INDIA skrivet pd
Fortran f&r Atlas Copcos IBM 1130, som utfdr nddvandiga berdkningar och
ett exempel pd resultatutskrift. F&r att fa ned berdkningstiden utnyttjas
koefficientmatrisens symmetriegenskap (3.54) och Besselfunktionsvdrdena
lagras for sig. Vé&rdena f&r Besselfunktionerna av de tva hdgsta

aktuel la ordningarna berdknas med en standardrutin f&r alla X1 lagre
ordningars vérden genereras rekursivt. Berdkningstiden varierar mellan

0.5-5 min. beroende pad N.

De storheter som berdknas och skrivs ut &ar

a. Den stkta vektorn A‘ur (3.88) som bestdmmer serie-
ansatsens i (3.36) koefficienter
Spanningsintensitetsfaktorerna KI och KI| ur (3.92)
Riktningen for stdrsta tangentiella dragspédnning ?o ur (3.76)
Sprickbredden dar tryckférdelningen slutar B ur (3.93)

(] a O o

Gasvolymen V ur (3.93)

Avsnitt 4.2 och (4.3) ger en uppfattning em noggrannheten i berdk-
ningarna. Felet i den numeriska integrationen har uppskattats for

det enskilda elementet Mmj men torde inte vara sto6rre i Am an i mot-
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svarande diagonalelement Mmm + Emm’ se (4.2), eftersom matrisen {M} + {E}
ar relativt diagonaltung. Felen borde vara ungefdr normal férdelade med

vinteviardet noll s& att felen i Kl’ K| |2 ‘PO, B och V genom de summeringar
som utférs i sjélva verket blir mindre. Storleken beror dd pa& hur snabbt
koefficienterna Ar; avtar. Det fotala felet borde for g > 0.5 vara mindre

an 1%.

Berdkningar har gjorts fér f&ljande vdrden pd fyllnadsgraden

7= .0, 0.9, ...,0.1, 0.05 och 0.001

och for varje varde pa fyllnadsgraden f&r f&ljande forsdttningsvérden

|z

=10, 5, 3, 2, 1.5, 1.2, 1.0, 0.8, 0.6, 0.5, 0.4 och 0.2.

Resultaten finns redovisade i tabeller i avsnitt 4.5 och ett urval i
figurer i avsnitt 4.6. For att underl&tta studier av resten av figur-
materialet presenteras forst inverkan av fyllnadsgraden v pa K|0o » By
och Vo relaterat fill den helt gasfyllda sprickan. Eftfersom B(R)y &r
sprickbredden dar gasférdelningen slutar och B(1), = 0 vdljs i stéllet
mittbredden for - den helt gasfyllda sprickan i det o&ndliga materialet,
B(O) ur (3.79) néar 2— » |, som referenstillstdnd.(3.84) ger

r

_2 :
K|oo /Kloo ,7=| = xarcsinp

= [/1-parcsing - pmp] (4.4)

B(7) 5o /B(O)

| Voo 'V oo = | = %ZLarcsinZ? * 212/;——72arcsin7 - ZI’flflf?]

vilka finns inritade i fig. 4-6.
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Fig. 4,5,6

Fyllnadsgradens inverkan pad referenstill-

standen Kloo » B(D)sg och Vg
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7 for ndgra olika fyllnadsgrader g

|| och (Po som funktion av foérs&ttningen

Fig.

8,9
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Fig. 10, 11

NERNE

for Y = .0 samt en jamfbrelse med |6sningen

och (PO som funktion av férsattningen

for smd forsadttningar ur 3.7
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Fig. 12, I3
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K,» K, och CPO som funktion av f&r-

sdttningen for 7 = 0.9 och 0.8
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Fig. 14, I5

KI’ K|| och CF o Som funktion av forsdttningen

fb‘rr]= 0.7 och 0.6
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Fig. 16,17

K., K,, och @ som funktion av fors&tt-
[ [ o)

ningen fbrl7= 0.5 och 0.3
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K» K, och (Po som funktion av forsatt-

ningen f&r V] = 0,001 samt en jémférelse

med |8sningen f&r smd forsdttningar ur 3.7
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Fig. 20, 21

V och B som funktion av forsdttningen for

t 1 =0.8 och V som funktion av f&rsadttningen

{ for 7= 1.0 jémfoért med I8sningen f&r smad
férsdttningar ur 3.7
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Fig. 26, 27

D

V resp. B som funktion av fylInadsgraden

37 for olika férsadttningar
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48.

5. Diskussion

5.1 Diskussion av resultat

Den plana sprickan i ett o&dndligt medium eller grénsfallet
mycket stor férsittning, 2—>>I, har valts som referenstill-
sténd fér storheterna. Spénningsintensitetsfaktorernas Kl
och KII variation med 2—har vadntat utseende, se fig. 7, 8

och 10-19 och tabellerna 4.2-3. N&arvaron av den fria ytan
medfdr att det upptrader skjuvspénningar i sprickplanet néra
sprickspetsen eller annorlunda uttryckt att sprickplanets
fortsdttning &r inte léngre den riktning i vilken den tangen-
tiella dragspénningen vid sprickspetsen &r stdrst. Denna
riktning, (PO, vrids alltmer mot den fria ytan ju mindre for-

sdttnhingen blir, se fig. 9 och 10-19.

Variationerna i Ky» Ky, och q7o med fyllnadsgraden vy vid
samma fOrsdttning blir stdrre ju mer gasen fyller ut sprickan.
Inom intervallet 1 = 0.001-0.2 &r de smd, hogst 1-2%.

Jémférelsen mellan resultaten och dverslagsrékningarna i av-
snitt 3.7 for g—<<| visar att de sistnémnda som vantat ger for
laga vérden vilket framgér av fig. || och 19 for Y = 1.0 och

0.001. Samma sak g&ller fér gasvolymen nar 7 = 1.0, se fig. 20.

Sprickbreddens B och gasvolymens V beroende av fdrs&ttningen
uppvisar stora |ikheter, se fig. 20-27. Beroende pa fyllInads-
graden ar inverkan storst antingen f&r volymen el ler sprickbred-
den vilket framgdr av fig. 20-25. B&da uppvisar i sitt beroen-
de av fyllnadsgraden f&r samma forsdttning ett maximum, se fig.
26-27.

De numeriska resultaten for K] och KII

och fig. 10 skiljer sig fran de varden som Erdogan /8/ ger. Det

for 7 = |, se tabell 4.2-3

beror p& ett teckenfel i en av hans kdrnfunktioner. F&ljande
omsténdigheter tyder pa det.

a. Om K|2 + K”Z/KIoo ber&knas ur /8/ och ritas in i

fig. |l sd@ kommer kurvan att hamna under den streckade

for g—fﬁO.Z.

b. En jémférelse med Erdogan och Gupta /7/ avsnitt 4.3
formel (60) ger ingen skillnad pd tecken j&mfdrt med

(3.32) men daremot jamfért med /8/.
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c. En rédkning med det redovisade datorprogrmmet d&r
teckendndringen inférts gav Overensstédmmelse med

Erdogans /8/ vérden.

Berédkningstiden for problemet blir ocksd mindre &n i /7-8/

dar berdkningen av HJ’ GJ’ QJ och R_. tydligen gjorts med

nJ
Gauss-Tschebyscheff kvadratur &ver [-I,I] i tvd steg istéllet
for att reducera problemet till berdkning av koefficienterna

MmJ genom Gauss-Laguerre kvadratur &ver [o0,o0). Villkoret

for denna férenkling var att k&llfunktionerna k var

11752
I ikformigt konvergenta sa att integrationsordningen kunde
kastas om, se avsnitt 3.3 och appendix 4. Detta &r uppfyllt
eftersom de singuldra delarna av Greenfunktionerna behandlas
f&r sig vid hdrledningen av integralekvationerna och férenk-
lingen kunde ha utférts ocksd av Erdogan /7/ f&r de geometrier

som dar studeras.

| och med diskussionen i avsnitt 5.1 star det klart att det
framtagna datorprogrammet genom en &ndring av ingdende kdrn-

funktioner ﬁl-*< till sddana som svarar mot andra geometrier

kan anvé@ndas férzgerékningar pd dem. | rapporten "The Stress
Analysis of Multilayered Composites with a Flaw" /7/ ger Erdo-
gan och Gupta generella formler for en geometri bestdende av
en remsa med en spricka som &r omgiven av tva halvplan av god-
tyckliga material, avsnitt 4.3. Det skulle heller inte vara
svart att studera andra skiktade material. Detta borde vara
av intresse f&r studier av brott | olika typer av spréngfogade
kompoundmaterial, t.ex. hur sprickans l&ge i fdrhdllande till
fogen och materialvalet paverkar bendgenheten till brott under

en belastning tvdrs den geometriska strukturen.
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7. Appendix A

|. Fourier’s integralsats och Fouriertransformer

Foér varje styckvis differentierbar funktion f(x) som &r absolut

integrerbar 6ver intervallet (-o0,00) definierar Fourierintegralen

0 :
Firool = [ f0e™ "% dx (A1)
Y

en funktion . Integralen konvergerar absolut dtminstone fér alla
reelia s. Den brukar ocksd kallas Fouriertransformen ?(s).
Den ursprungliga funktionen f(x) erhdlles entydigt utom mdjligen i

ett andligt antal punkter ur inversionsintegralen

_ ~ ~ .
T o) = L (o™ g (A2)

Om f(x) skrivs som summan av en j&mn och udda del erhdlles
o0 o0
F {f(x)} =2 J fj(x)cossxdx+2i {fu(x)sinsxdx (A3)
o o
sd att om f(x) &r en reell funktion sd &r Re[:(s)] alltid en
Jjamn funktion och Im[?(s)] alltid en udda funktion. (A3) kan

alternativt skrivas
~ ~N ~
f(s) = 2 fc(s) + 2ifs(s) (A4)

~ ~
dar f_ och fs kallas Fouriercosinus- resp. Fouriersinustransfor-

mer. Inversion ger

0
f.(x) = 2 J f (s)cossxds
J n 3 ¢
(A5)
o0
f (x) = Z J F (s)sinsxds
u il S s

For Fouriertransformerna g&ller ocksd om derivatan av
htgsta aktuella ordning uppfyller villkoren i Fourier”s
integralsats

n ~
F{i-f-r(]x—)}= (i)™ . f(s) (A6)
dx



A2

For den aktuella belastningen medfdr geometrin att sprickdppningen &r

kontinuerlig och &ndlig &verallt pd sprickranden och kravet pa f, och

f, blir att de &r kontinuerliga och &ndliga 6verallt utom i sprick-

2 2,-1/2.

spetsarna d&r de har singulari+e+er*~(a2—f Integration av

forsta sambandet i (3.29) ger
a 00

- _ﬂii%lf)p(x) = }im g fI(T)d+-{- %bgl-2szhze-ZShCOSSTe_Sycossxds}

+
Y7o o ' 0

(A7)
a oo

+
Yy -0 o]
(e]

+ lim ( fz(T)dT { - % g[(252h2+25h+| )e-ZSh-I]sins‘re—sycossxds

D& de tv8 férsta delarna &r |ikformigt konvergenta i s-led kan
grénsdvergdngen gdras finnanfér integraltecknen. Utnyttjas symmetri-

egenskaperna och

cosstcossx = %{coss(T-x) + coss(t+x) |
Tt (A8)
sinstsinsx = %—[sins(f-x) + sins(t+x)]
T -1
erhdlles
a
2 | =
- ﬁiléz—l— p(x) = Iim 7 fZ(T)dT g e %Y sins(t-x)ds
y—>o+ -a o
a oQ
- ( £, (H)at g 452h%e™ %N coss (+-x)ds (A9)
-a o
@ 0

- L g £ (H)dt §[| (142507 e % Nsins(+-x)ds

—a



A3

Om den f6rsta delen i H.L. skrivs om med

)
ge—sy sins(t-x)ds = — X (A10)
(t=x)2sy?
o Y
s& erhdlles den singulsra delen i integralekvationen, dvs (A9) far
formen
a a
2 f (t)dt
N AN =Tl{ S e g[kll(‘x,T)fl(T)+k|2(x,+)f2(f)] dt (Al
-a -a
dar o0
[ _ 2,2 _-2sh _
kll(x,T) * 7n S 4s°h"e coss(t-x)ds
o
) (A12)
o0
k001 = = -;ﬁg[lﬂl+25h)2]e-25hsins(‘r-x)ds
o

Hirmed har fdrsta hilften av (3.30) och (3.32) hdrletts. P3& |iknande

sitt hérleds resten.

Sambanden &r hamtade ur Abramowitz och Stegun /I1/ kap. 22.
Tschebyscheffpolynomen av fdrsta och andra slageft, ﬁq(T) och Un(T) ar

definierade

T (cose) = cosne 6¢[0,n]
(Al3)
U (cos®) = §i£iﬂillg
n sing
eller om huvudgrenen védljs for arccosfunktionen
( T () = cos[narccost] tel-1,1]
(A14)
1
_sin [(n+1)arccost]
u (+) = -
., n sin[narccost]

Harur foljer att bade Tn(f) och Un(T) dr udda funktioner i t for

udda n och jémna funktioner f&r j&mna n.
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Ortogonal itetssambanden |yder

| ¢ n=J=o
jT HT.Hh S = {2 oo (AlS)
n J 2
|-+
-l 0 nfj
och
| s =
z "7
S U (B, (H) J1-t2dt = (A16)
n J
™! e} n# |J
Dessutom gdl ler
' o h=o
(A7)
JT ) —3& .
n 2
-1 =17 (+=-x) TLUn_I(x) n+o

Om f(x,y) &r en nastan styckvis linjar funktion i varje delrektangel

av planet x ¢ [0,00), y€ [c,dJoch om den oegentliga integralen S«?(x,y)dx
konvergerar |ikformigt i den Ovre gransen for alla y €[c,d]sd ©
galler att integrationsordningen i f&ljande integral kan kastas om med

oférandrat resultat

d 0 0
S dy g fix,yl)dx = I.dx f f(x,y)dx (A18)
c o o c

Ndstan styckvis |injér inneb&r att singulariteter skall vara av fypen
N(xo)

Ly=y I
dar N(xo) ir en konstant, dvs bade f(xo,y) och [f(xo,y)l skall vara

f(x_,y) , o< | (A19)

integrerbara runt Yo

Den Ifkformiga konvergensen inneb&r att om man for alla y kan finna en

funktion M(x) sddan att

[f(x,y)] £ M(x) (A20)
dar den oegentliga infegralenj'M(x)dx existerar sd s&gs den oegentliga

o
integralen av f(x,y) konvergera |ikformigt i den &vre grénsen.
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De aktuella integralerna i (3.43) &r
[

_ sinst
= g Ty (1) —F— df
iy =1
1 (A21)
I
B cosst
I, - j Ty (h) N dt
- |-t
Med substitutionen T = cosu och (Al3)
t+ = cosu
dt = - sinudu (A22)
I—TZ = sinu
erhdlles
/2
I| = 2 K sin(scosu)cos(2j-1)udu (A23)
o)

som med Ryshik och Gradstein /12/ 3.481.4 kan uttryckas i en

Bessel funktion av férsta slaget Jn'

o (=pyd! .
IR CIPEE O PR | (A24)
samma substitution i 1, ger med /12/ 3.482.4

_1yd
p = (FITC () (A25)

Integralerna i (3.46) &r
I

n
I3 S Uzn(x)cossx \/I-x2 dx

(A26)

I
. 2
|, = g U (x) sinsx y!l=x"dx
2n+)

-1
Samma substitution som ovan x = cosu och (Al4) ger

&2
|3 = 2 _[ cos(scosu)sin(2n+1)usinudu (A27)
o

A5



A6
Med de trigonometriska additionssatserna erhdlles

/2

I3 = -g cos(scosu L[cos(2n+2)u-c052nu]du (A28)
o

som | iksom |2 kan uttryckas i Besselfunktioner av jamn ordning

g = D" S [ )+ L, (s)] (A29)

Rekursionsformeln f&r Besselfunktioner, se t.ex. /l1/ 9.127

medger en ytterligare fdrenkling

_ ,_yN 2n+|
|3 = (=-1) TN ——— J2n+|(S) (A30)
|, beraknas pd |iknande s&tt
| = (-2 g (s) (A3D)

4 s 2n+2

Den likformiga_konvergensen hos matriselementen M .

Uttrycket for Mmj kan skrivas enligt (3.55)
[

ds
s

IMh , my Jo=1,2,... (A32)

_ -2sh
JI - P,(2sh)e Jm(s)J,J(s)
o
Bessel funktionerna kan fdr smd och stora argument ersittas av o1 jande

uttryck, se t.ex. /11/ 9.1.7 och 9.2.1
n

Jﬁ(s)~ - , S KL 1y, n=o0,l,...
2 'n!

(A33)

/Z LI _n
] J#s)” nscoﬂs n 4), s>> |

Innebdrden av (A33) &r att integranden &r begrdnsad ndr s-»o och att
den &r av ordningen O (e_ZSh) ndr s> ., Med appendix 4 inses dd att

M(s) kan vdljas som en konstant ggr e_ZSh Den oegentliga integralen

av M(s) Over [o;ﬁ) existerar for alla h > o varfdr elementen Mmj ocksd

ar likformigt konvergenta foér h > o.

Den asymptotiska formen f&r Bessel funktionen Jn(s) ndr ordningen blir

stor ar
e, s<< n (A34)

I
—_—(==) ,
/57;;- 2n

Jn(s)N



AT

Vardet pd koefficienten Mmj 6verskattas sdkert for stora m om JJ(S)

valjs som
[ 2
(s) = —
Iyt TS
* (p35)
_ | es m m
J(s) = T m » S< R
2 sy gy
s 7 K
ddr vérdet pd K &r ganska godtyckligt men stdrre an |.
Uttrycket for leJI blir
m
K o0
m
o e -2sh _m - 1/2 2m , -2sh ds
leJ.l = nﬁﬂﬁ ) g P,(2sh)e s ds + = gPZ(Zsh)e 22
o) m
K
(A36)
eller m
K [=¢]
m - -
IM .| = konst. J??(—EJ f e ZShsm + 172 ds + konst. m ( e ZShds
mj 2m
o m
K
(ALT)
Om integralerna ber&knas erhdlles fér h > o
_ 2mm _ 2mm
} e _ym K K ,
Mmj = konst. m (ZK) e + konst. m e (A38)
viljs t.ex. K > 0.5e fés
lim M _.] =0 (A39)
mJ

m = co
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Med utgdngspunkt fran f8ljande integral
o0
Snk = g e_ZSth(s)Jk(s)ds (A40)
o

som kan betraktas som en funktion av h kan integralerna i (3.50) be-
rdknas genom derivering i h. Detta &r tilldtet fér h > o eftersom
alla integralerna Mmj ar likformigt konvergenta. Soo och SII kan
uttryckas i fullstédndiga elliptiska integraler av fbrsta och andra
slaget K och E. /12/ 4.435. Samma nomenklatur som i /I1/ kap 17

anvands med parametern m som argument.

B} |
Soo © K(h2+| )/ TR hTH 1 = 5 mK(m)
| s - [ E(m)-K(m) )
T g A (S Km=Em-K(m)] (A4
|
m =
he+ |

D& E och K kan uttryckas i ett par komplementdra hypergeometriska
funktioner /I1/ kap 15 och 17

Tt (.
Km) = = F( =, =5 13 m)
2 22 (A42)
I e L L
E(m) > F( 5 5 l; m)

sd kan F(%*J, %+k; 1+1; m) dér j, k och | &r heltal uttryckas som en

iinjarkombination av £ och K aar koefficienterna &r rationella uttryck
i J, k, I och /Fﬁ Med {A4l) och relationer mellan Besselfunktioner
av olika ordning /12/ kap 9 och Il som

o vd (b = g h
n+| n-| T n

1
) Jn+l(T) - Jn_I(T) = =2 Jn (+) (A 43)

2,0y 2., _4n )
Jo S =g S - Sy )

L
och

T n
2
oLy 204 -
[ 000, 000 = = 59 50 .§=| J, (A4a

inses att det troligtvis gar att bygga upp uttryck ur vilka Snk kan

erh&llas antingen genom integrering eller derivering i h d& deriverings-
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reglerna for den hypergeometriska funktionen F(a, b; c; m) bara

idndrar parametrarnas a, b och ¢ védrden med heltal. Dessa uttryck

blir linjérkombinationer av E och K dé&r rationella funktioner av ivq;.
och vrrifz;ingér i koefficienterna och de torde snabbt bli mycket

komp | icerade.

Négra formler anvéndbara for berdkning av Snk kan |&tt hérledas.

Med (A44) erhdlles efter partialintegrering

n

Ll - A

S hel T 5" NSoo = 20 ) Sy (A45)
=1

Vidare fas med (A52) efter partialintegrering

0 1
-5 - 8n S h'S_ dh (A46)
n+l,n+l n=1,n—I nn
h ,
och
Q0
1 .
Sn,n+2 = - Snn - 4(n+1) S Sn,n+|dh (A47)
h
Dessa kan utvidgas till att omfatta Sn nek Men blir allt mer
s

komplicerade. For SI2 och 522 géller alltsa

S ,==-hS§_-hS
12 2 00 I (A48)
o0
! !
822 = Soo -8 § h S||dh
h
Fér att belysa tekniken med hypergeometriska funktioner berdknas 522.
! -
Med variabel substitutionen m = (H2+I) | fas
Q m '
B 1 1 '__I_ 1 ﬂ (A49
1= (s, thohdn =5 g 5, (m) 4, )
m
h o]
SII uttryckas i hypergeometriska funktioner anpassade till integration
LTI ' L0 Ty
- g n o [FG g 1m0 - Fg, 525 mo]dn (A50)

e}

Integrationen utfdrs

I3 m) = F (=, =5 2; m)] (A51)



och den sista hypergeometriska funktionen utfrycks i de elliptiska

integralerna med Gauss formler sa att 822 kan skrivas

5. = VM km - 3 {%( Lo k) - 42 - I)E(m)] (A52) -
m 3'm

Tm

Med utgdngspunkt frén figuren géller for férhallandena ndra sprickspefsen

och definitionen pd dislokationsférdelningarna (3.17)

> , -
fI(X) = w{u)j - U>< ] = - %LUX((Q=7[) - Ux(@z -Tt )]
(A53)
I I VIRV I -7 - -
F 00 = £ [vy v, ] - ar[vy«e-m v, (@ 7]

Uttrycken for férskjutningarna ndra sprickspetsen ges av, se t.ex. Rice /I3,

KI och K, , &r spénningsintensitetsfaktorer.

Y [Tr . 2 X ' 2@
Y =T F ‘/ﬁ_ [chos —(% (K-1+2sin 522)+K”3|n (%(')f+l+2cos f)]
] '"("A54)
_— _Ltz r . @ B 2 gz _ L e 2 ©
‘ Yy = £ ,fﬁ ﬁ<|5|n-§ (A€ +1-2cos 2) K, cos 2(?6 |-2sin ETJ]

De kan ocksd h&rledas ur de mer k&nda utitrycken foér spdnningarna nadra

sprickspetsen. Ins&ttning ‘av (A54) i (A53) ger f&r P.D.



g si-y5 K
f!(x) = - £
V2mr
<
(A55)
I
fz(x) = E
J2nr
Och slutligen med uttryck fér r i nérheten av spetsen
2_ 2 2 .
L ., _ _a-=x a _ X Aa L2 .
F=ax = o3 q 2 ) 5 (1=17) (A5B)

dir sista ledet svarar mot den dimensionsl&sa konfigurationen.

2
K| - -—i(—'—Ei—) /s tim VI o- +2f|(+) (A57)
T |
Ps
2
401-y%) N —
Kl = - F Jta  lim | -t fZ(T)
t->1

Uttrycken f&8r sp&nningarna ndra sprickspetsen /13/

[ oy = l [chos % (I-sin gzj- sin —;(—?—) - K sing(2+cos g cos gﬁ—)}
va2mr
{ o - [chosg(l+singsin ;_(E) K singcos-‘gcos —3—-2‘(3—](A581
Y v2mr
rcxy= | [K sin £ cos fcoséﬂ+ K,, cos f(l-singsin }_‘0_)]
[ 2 2 2 Il 2 2 2
V2mr

kan med vdlkdnda transformationssamband visas ge

rO‘= ! coszﬂ)—(cosﬁ-B IIsin-‘-ﬁ)
¢ 2 2 K, 2
VeTr (A59)
K K
. | 2 .2
,C”?_ l cos-‘%[cosgsm%+-—Kl—(cos g- 2 sin %)J

\/Zﬂr !

Den tangentiella normalspdnningen 0‘[’ ir stérst for ett sadant vérde

pé L?O att

00 - 0 (60)



Men eftersom uttrycken for Ogpoch Trp kan skrivas som produkter av
4 ? ¢

funktioner som beror enbart av r resp. @ medfdr jamviktsekvationen i

tangentiell led att q)o méste vara en huvudsp&nningsriktning. Det
innebér

T 0

- (A61)
r
Fo-p

vilket i sin fur ger

7K (A62)

sé att nér K| >0 2¢ — 0.

12



9. Programlistor och resultatsutskrift

// FOR 14 APR. 1971
*NAME  INDIA

*ARITHMETIC TRACE

#L1ST SOURCE -PROGRAM .
*ONE WORD INTEGERS w2

*10CS(CARDs1132 PRINTER) o o, A
DIMENSION P(16)9G(16916)sAUX(256)+PP(16) =3
COMMON VB aNsNRsNKVI(16912) sVV 37 4
EQUIVALENCE (AUX(1)9G(191)) e 3

ACOS(X)= ATAN(SQRT(1le=X%X)/X)
DELK(X)= 1e=ABS({ABS(X)/X)
Pl= 34141592

VW= Qe

NN= Qs

NW= Qe
1 READ(292) VBN
2 FORMAT(2E10409110)
17 NS= N/2

ETT= ACOS(B)

TVA= Q¢5%#PI=ETT
P(l)= 1e+B*SIN(ETT)/TVA

P(2)= Qs
PP(1)= PI(1)
PP(2)= 0.

DO 10 J= 29NS
P(2#J=1)= O0e5/TVAR*(SIN(2#J*ETT)/J=SIN(2%(J=1)#*ETT)/(J=1))
PP(2%J=1)= P(2%J=1)

P(2#J)= O
10 PP(2%J)= O

IF(N=NN) 21923421
23 IFIV=VV) 21922421
21 DO 3 J= 1N

NR= J

DO 3 K= NRyN

NK= K

XD= FLOAT(J=K)
CALL FINN(FIND)

3 GlJeK)= FIND+DELK(XD)

DO 11 J= 2N

NR= J

NL= NR=1

DO 11 K= 1sNL

NK= K

MI= (NR=1)/2+NK/2+ (NR+NK)=(NK=1)/2=NR/2
11 G(JeK)= COSIMI*PI)*¥NR/NK*G(KsJ)

NX= 0

DO 12 K= 1N
DO 12 J= 1N
NX= NX+1
12 AUXINX)= GlJeK)
22 CALL SIMQUAUX9PIN9KS)
IF(KS) 49694
WRITE(395)
FORMAT (1X s !SINGULAR SOLUTION!')
GO 70O 1
6 SKl= 1.
SK2= 0O
VG= D
BS= 04
DO 7 J= 1NS
P(2#J=1)= P(2%J=1)=PP(2%J=1)
SKl= P(2%J=1)+SK1
SK2= P(2%J)+SK?2

U £
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BS= P(2#J=1)/(2%#J=1)*#SIN((2%J=1)%ETT)+8S
VG= P(2%#J=1)/(2%J=1)%*PP(2%J=1)+VG
IF(ABS(P(N=1)/SK1)=0e001) 13913414
IF(ABS(P(N)/SK2)=0s001) 16916914
IF(N=16) 15916416

N= N+2

NN= N

GO 70 17

F= SK2/5K1

ST= =360¢/PI*ATAN((SQRT(1e+BexF*F)=14)/(4e*F))
IF(B=0e01) 18918919

BS= 0
VG= Do
GO TO 20

TRE= SIN(ETT)=B*ALOG(8)/TVA

FYRA= 1e4+2e¢*B/TVA®TRE

BS= 1¢+BS/TRE=DELK(B=14)

VG= 1e+VG/FYRA

DO 6 J= 1NS

P(2#J=1)= P(2#J=1)+PP(2%J=1)

Nw= NW+1

Mw= (NW+2)/3=(NW+1)/3

IF(MW) 33933431

WRITE(3432)

FORMAT (1H1)

WRITE(3934) VeBeNg (P(2%J=1)9J=1yNS)

FORMAT(1X s 'FORSATTNING 96X 9 'V=13E156¢7/1Xs 'LASTUTBREDNING!' 93Xy !'B=",
1E15e7/1Xs 'ANTAL EKVATIONER' 91Xy tN=1y12/1Xy'KOEFFICIENTVEKTORN A'/
21X9'UDDA TERMER'/1X98El4e6)

WRITE(3935) (P(2%J)sJ=19NS)

FORMAT (1X ' JAMNA TERMER'/1X98E1446)

WRITE(3936) SK19SK2sST9BSs»VG

FORMAT (1X» ' SPANNINGSINTENSITETSFAKTORER OCH HUVUDSPANNINGSRIKTNING
1V /1Xe'KI=V9EL154 795X e 'KII=! gyE154795Xs'TET=!9F6¢2/1Xs'SPRICKBREDD 0OC
2H SPRICKVOLYM1/1Xy1B=1t43E154795X 'Vt yE15679///)

vvs= Vv
NN= N
GO TO 1
END

FEATURES SUPPORTED
ARITHMETIC TRACE

ONE

10CS

CORE

WORD INTEGERS

REQUIREMENTS FOR INDIA

COMMON 394 VARIABLES 632 PROGRAM 1152

END OF COMPILATION

// DUP

*DELETE INDIA

CART 1D 0003 DB ADDR 51A0 DB CNT 0050
*¥STORE WS UA INDIA

CART ID 0003 DB ADDR 54FC DB CNT 0050
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// FOR
#LIST SOURCE PROGRAM
#ONE WORD INTEGERS

SUBROUTINE FINN(FIND)

DIMENSION XI(12)sWIC(12)

COMMON VsByNsNRsNKsVJI(16912)sVV

DATA XI1/061157290¢811769165126192e8337594¢59922+6e8445399462132
*#13e00605917e11686922e15109928448797937409912/

DATA WI/2¢64T731E=193477759E=1924¢44082E=199404492E=292401024E=2
#2666397E=392¢03232E=498436506E=691e66849E=T91434239E=9,
#3406160E=1298414808E=16/

Pl= 34141592

IF(VV) 124920912

20 NC= NR/2+NK/2

IF(NC) 10910912

10 DO 11 J= 1412

CALL BESJ(XI(J)9169BN9OsO00LsIEN)

VJd(1l6sJ)= BN

CALL BESJ(XI(J)91548K9040001sIEK)

VJ(159J)= BK

JN= 14
DO 11 K= 1yJN
KN= 15=K
11 VJIKNsJ)= 2¢%*(KN+1e ) /XT(JI%VI(KN+L9J)=VI(KN+29J)

12 GLINT= O
DO 13 J= 1912
X= 24%V%XI(J)
AR= COS(NR%*PI)
AK= COS(NK#*PI)
L= 0e5%(56+2¢*AR+AK)+04001
GO TO (1929394 L
1 FIND= =(le+(loe+X)*%2)
GO TO 5
2 FIND= X%*X
GO TO 5
3 FIND= =X#¥X
GO TO 5
4 FIND= loe+(lae=X)%%2
5 M= (NR=1)/2+NK/2
AM= COS (M*P])
IF(X) 79697
6 FIND= Qo
7 FIND= AMXNR*EXP(XI(J)=X)*FIND#*VJ(NKsJ)®VI(NR9J) /X1 (J)
13 GLINT= WI(J)#*FIND+GLINT
FIND= GLINT
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS

CORE REQUIREMENTS FOR FINN
COMMON 394 VARIABLES 82 PROGRAM 416

RELATIVE ENTRY POINT ADDRESS IS 0068 (HEX)
END OF COMPILATION

// DUP

*STORE WS UA  FINN
CART 1D 0003 DB ADDR 5440 0B CNT 0024

15
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